Die Rekursivitiit der Programmierungsprache ,,Lisp 1.5
in Spezialfillen der angeordneten freien holomorphen Mengen

Von R. PETER

1. In 1959 habe ich? den aligemeinen Begriff der angeordneten freien holo-
morphen Mengen (Mengen mit ,,zahlenartig aufbaubaren” Elementen) eingefiihrt,
und die Theorie der rekursiven Funktionen fiir solche abstrakte Mengen als Defini-
tionsbereiche verallgemeinert; ferner als wichtigsten Spezialfall den Fall der ,,Worte-
mengen® (Mengen der endlichen Ketten, ,,Worte* genannt, aus Elementen je einer
gegebenen Menge, ,,Alphabet® genannt) {iber Alphabete beliebiger Méchtigkeiten
ausgearbeitet. Auch von anderen Verfassern wurde besonders dieser Spezialfall
des allgemeinen Begriffes vielseitig untersucht und angewandt. Als einen davon
abweichenden Spezialfall habe ich® den Begriff der Pairschen ,.freien Binoiden*
in dieser Hinsicht untersucht. Als ein anderer Spezialfall bietet sich die Menge der
,,symbolischen Ausdriicke in der Programmierungsprache ,,Lisp 1.5%, worum
es sich in dieser Arbeit handelt.

2. Zuerst gebe ich die notwendigen Kenntnisse iiber die angeordneten freien
holomorphen Mengen an.

Sei H eine beliebige nicht leere Menge, H, eine nicht leere Teilmenge von H
(alle Elemente von H; werden die Rolle von O spielen) und F eine nicht leere Teil-
menge der auf H definierten und nur Werte aus H annehmenden Funktionen beliebig
vieler Variablen (alle Elemente von F werden die Rolle der Nachfolgerfunktion
spielen). Ferner sei H, fiir n=1, 2, ... folgendermaflen angegeben: sind die Mengen
H,, Hy, ..., H, bereits definiert, dann sei H,., die Menge jener Elemente von H,
welche als Werte der Funktionen aus F angenommen werden, falls fir ihre Argu-
mente Elemente aus HyUH,U...\UH, gesetzt werden, und dabei mindestens fiir
ein Argument ein Element aus H,. Wird nun H durch die Union sdmtlicher Teil-
mengen Hy,, Hy, H,, ... erschopft, dann wird H eine holomorphe Menge genannt.

1Siche: LISP 1.5 Programmer’s Manual, The Computation Center and Research Laboratory
of Electronics, Massachusetts Institute of Technology (1962). Zitiert als [1].

:Siche: R. PETER: Uber die Varellgemeinerung der Theorie der rekursiven Funktionen fiir abs-
trakte Mengen geeigneter Stuktur als Deflnitionsbereiche, Acta Math. Ac. Sci. Hung., Teil I in 12
(1961), S. 271-314 (mit Angabe in der ersten FuBnote der Geschichte dieses Themenkreises); Teil
II in 13 (1962), S. 1-24 (mit einigen Berichtigungen zum Teil I; betrefs weiterer Berichtigungen
berufe ich mich auf [3}). Zitiert als [2].

3Sieche: R. PETER: Die PalRschen freien Binoiden als Spezialfalle der angeordneten freien holo-
morphen Mengen, Acta Math. Ac. Sci. Hung. 21 (1970), S. 297-313. Zitiert als [3].
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Und zwar eine freie holomorphe Menge, falls die Mengen H, paarweise disjunkt
sind, und fir jedes nicht zu H, gehorige Element von H eindeutig bestimmt ist,
aus welcher zu F gehorigen Funktion und durch Einsetzen welcher Elemente fiir
deren Argumente es entsteht. Im weiteren wird A immer eine freie holomorphe
Menge bezeichnen, und auch die Bezeichnungen F, H,, H,, H,, ... werden bei-
behalten.

h¢ H; wird auch so ausgedriickt, dal die Ordnung o (/) von A gleich i ist.

Es ist auch die Einfiihrung des Begriffes der Vorgdnger je eines Elementes von
H notwendig; diese kann aber in verschiedenen Anwendungen verschiedenartig
angegeben werden; jedoch (mit der Bezeichnung ,, < * fiir echte Vorgidnger) so, daB
die folgenden Forderungen erfiillt seien:

1) x=Xx.

(2) Ist x der Form f(y,, ..., ¥,), wo f€F ist, so gehéren die ,,unmittelbaren
Konstituenten* y,, ..., ¥, von x zu den echten Vorgingern von x.

(3) Aus x<y und y<z folgt x <z

(4) Ein echter Vorgénger von x ist immer kleinerer Ordnung als x.

Der ebenfalls notwendige Begriff der unmittelbaren Vorginger der Elemente
von X kann ebenfalls verschiedenartig angegeben werden, allein mit den Forderungen:

(5) Es gebe fiir jedes festgewdhlite f€ F eine von den Argumenten unabhéingige
obere Schranke fiir die Anzahl der unmittelbaren Vorgdnger von Elementen der
Struktur

x = f(...).

(6) Jeder echte Vorginger eines x sei Vorginger eines unmittelbaren Vor-
gingers von x.

‘Eine freie holomorphe Menge H mit einem den Forderungen (1)—(6) genii-
genden Vorgangerbegrlff wird eine (partlell) angeordnete freie holomorphe Menge
genannt. Von nun an sei durch H immer eine solche Menge bezeichnet.

Auf Grund einer beliebigen solchen Menge H als Definitionsbereich kann eine
rekursive Theorie aufgebaut werden.

3. In der Programmierungsprache ,,Lisp 1.5 werden ,,Listen (endliche
geordnete Mengen) untersucht, die auf Grund gewisser ,,Atome* aufgebaut werden.
Die Atome sind Elemente einer Wortemenge {iber ein endliches Alphabet A,,
das Buchstaben, Ziffern, und einige spezielle Charaktere enthilt. Die Linge der
verwendbaren Worte wird aber eingeschriankt; so gibt es nur endlich viele Atome.
Die Glieder der Listen sind Atome oder Listen. Die beliebigvielgliedrigen Listen
kénnen auf Paare abgebaut werden: als Gegenstiick des ersten Gliedes der Liste
kann die Liste der iibrigen Glieder gewahlt werden; dieses letztere kann ebenfalls
auf diese Weise als ein Paar aufgezeichnet werden, usw.; als Gegenstiick des letzten
Gliedes kann die durch ,,NIL*“ bezeichnete leere Liste aufgenommen werden, die
auch als ein Atom betrachtet wird. So werden statt Listen sog. ,,S-Ausdriicke*
(,,symbolische Ausdriicke”) behandelt, wobei erstens die Atome als S-Ausdriicke
gelten, dann aus je zwei beliebigen S-Ausdriicken s, und s, als ein Paar der folgender-
weise bezeichnete S-Ausdruck s gebildet wird:

S = (5, 52).
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Gehort s zu einer Liste, so gehort s, zum ersten Glied (,,head®) dieser Liste, und
S, zu jener (eventuell leeren) Liste (,,tail*), die aus der ursriinglichen Liste durch
Weglassen des ersten Gliedes entsteht.

s; bzw. s, als Funktionen von s werden durch s;=car (s) bzw. s,=cdr (s)
bezeichnet, und s als Funktion von s, und s, durch s = cons (s;, 5,).

Man zeigt leicht,* daBl diese Funktionen, und viele mittels diesen definierten
weiteren Begriffe des ,,Lisp 1.5 in der Wortemenge sowohl iiber das Alphabet
A, als auch iiber das aus den zugelassenen Atomen bestehenden Alphabet 4 (beiden-
falls mit Hinzunahme der Klammern und der Trennzeichen) primitiv-rekursiv sind.

4. Doch die rekursive Theorie der S-Ausdriicke kann nicht nur in eine Worte-
menge eingebettet behandelt werden, sondern sie bietet sehr natiirlicher Weise
ein Beispiel fiir einen anderen Fall der angeordneten freien holomorphen Mengen.
Darin spielt jedes Atom (von nun an — NIL inbegriffen — nicht als Zeichenkette,
sondern als ein einziges Zeichen betrachtet) die Rolle von 0, und cons (x, y) die
Rolle der ,,Nachfolgerfunktion®‘; ferner besitzt jedes nichi-Atom Element x zwei
,,unmittelbare Vorgianger*:

car (x} und cdr (x).

Der Aufbau der Theorie der rekursiven Funktionen fiir eine derartige Menge
H wird dadurch erleichtert, dal die (einzige) Nachfolgerfunktion hier zweistellig
ist. Fiir Falle, wobei es unter den Nachfolgerfunktionen auch eine mindestens zwei-
stellige gibt, habe ich in der Bemerkung (1) auf S. 299 von [2] eine Zuordnung geeigne-
ter Elemente zu je einer Elementenfolge angegeben, und diese auch in [3] benutzt.
Hier bietet sich nun eine dhnliche Zuordnung eines S-Ausdrucks zu je einer S-Aus-
druck-Folge, wie je einer Liste ein S-Ausdruck zugeordnet wurde; und eine derartige
Zuordnung kann.auch auf beliebige solche H-Mengen verallgemeinert werden,
bei welchen die Menge F auch eine mindestens zweistellige Nachfolgerfunktion
enthilt.

5. Nun sei die H-Menge der S-Ausdriicke néher betrachtet.

Dabei ist H, die (endliche) Menge der Atome, und davon ausgehend entstehen
fir n=1, 2, ... die Elemente von H, wie im allgemeinen Fall, durch Anwendungen
der einzigen Nachfolgerfunktion cons (x, y). Jedes nicht-Atom Element x von H
hat die Form

(1 x5),
wobei x; und x, eindeutig bestimmte Zeichenketten sind:
x,(=car (x))

ist jene Zeichenkette, die man aus der Zeichenkette x erhdlt, wenn man nach
Weglassen der ersten Anfangsklammer nach rechts gehend die Zeichen bis zum
ersten solchen Punkt kopiert, bis welchem die Anzahl der aufgetretenen Anfangs-
und Endklammern iibereinstimmt; dann ist

Xo(=cdr (x))

¢ Siehe das Buch: R. PETER: Rekursive Funktionen in der Komputer-Theorie (im Erscheinen).
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jene Zeichenkette, die aus dem Ubriggebliecbenen Teil der Zeichenkette x durch
Weglassen des ersten Punktes und der letzten Endklammer entsteht.
Als festgesetzte Elemente je einer der Mengen

H,, H,, H,, ...
kén.:en
hy, hy, hsy, ...
gewihlt werden, wobei
hy, = NIL

und fiir jedes n
h, 4, = cons (h,, h,)
ist.

Jedes Atom besitzt als einzigen (unechten) Vorgénger sich selber. Als unmittel-
bare Vorginger eines Elementes x=cons (x;, X,) gelten seine unmittelbare Konsti-
tuenten x; und x,, und als echte Vorginger von x gelten die Vorginger dieser
Kcnstituenten. Offenbar werden fiir diese Begriffe die Forderungen (1)——(6) erfiilit.

Nach alldem ist unser H eine angeordnete freie holomorphe Menge.

6. Fiir dieses H, wobei die Menge der Atome
A= {a),a, ..., a}
sei, lautet das Schema der primitiven Rekursion:

{f(a, Upy ooy Uy) = 8oy, ..., uy), falls a € Hy(=A)
f(COHS(xl,XZ), Uyy .oy U,,) = g(xl’ Xo, Uy, "'7un:f(x17 Uy, "'aun)sf(x?.: Ups ooy un)):

wobel
gals vy gap g

bereits definierte Funktionen bezeichnen.

Als Ausgangsfunktionen gelten unbedingt die Atome, d. h. die Elemente von
H, (als Konstanten), das einzige Element (cons (x1, x2)) von F und eventuell noch
weitere hinzuzunehmende Funktionen. Die in H primitiv-rekursiven Funktionen sind
jene, die aus den Ausgangsfunktionen ausgehend durch endlich viele Substitutionen
und primitive Rekursionen entstehen. Dabei darf jede Funktion so betrachtet
werden, als eine Funktion ihrer Argumente und beliebig (endlich) vieler ,,hinzu-
genommenen‘’ Argumente, von denen sie nicht tatsachlich abhingt.

Eine Relation R(xq, ..., x,) ist primitiv-rekursiv, falls ihre ,,charakteristische
Funktion*

hy, falls R(xy, ..., X,)
F(Xy5 005 Xp)

= |h, sonst
primitiv-rekursiv ist.
Zum Beispiel sind car (x) und cdr (x), die nur dann eine Rolle spielen, wenn
x kein Atom ist, primitiv-rekursiv, da sie durch die folgenden primitiven Rekursionen
definiert werden kénnen:
{car (a) = NIL = hy,fallsa € H,

car (cons (x;, X5)) = x;
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bzw.
{cdr (a) = hy,fallsa € H,

cdr (cons (xy, X3)) = x,.
Bereits in diesen Definitionen wurde die Primitiv-Rekursivitdt der Identitéts-
funktion f(x)=x benutzt. Diese kann durch
id(a) = a,fallsa € H,
id(cons(x;, x;)) = cons (x;, x;)
definiert werden, wobei jede Konstante a€ H, und die Nachfolgerfunktion ,,cons*
zu den Ausgangsfunktionen gehort.

Die festgelegten Elemente
he, Ny, hs, ..

sind primitiv-rekursiv, da dies fiir das Atom #, gilt, und gilt es bereits fir 4,, so
vererbt es sich auch auf das durch die Substitution cons (&,, /,) entstehende /1, .
Die charakteristische Funktion

atom (x) = sig (x)

der Eigenschaft ,.ein 0-Element®, d. h. ,,ein Element von H;, d. h. ,,ein Atom zu

sein®, und das entgegengesetzte sig (x) konnen durch folgende primitive Rekursionen
definiert werden:

{sig(a) = hy, fallsa € H, {§T§(a) = Iy, fallsa € H,
sig(cons(xy, x,)) = hy, sig(cons(xy, X)) = hy,.

Wird im letzteren fiir x die charakteristische Funktion r(uy, ..., 4,) einer Rela-
tion R(uy, ..., u,) eingesetzt, so erhalt man in sig (r(u;, ..., u,)) die charakteristische
Funktion der Negation R(u,, ..., u,) dieser Relation.

Auch die zweistelligen logischen Operationen (die Disjunktion R,VR,, die
Konjunktion R;&R,, die Implikation R, —R,) sind primitiv-rekursiv, wie das in
[2] allgemein bewiesen wurde.

Ebenfalls wurde dort allgemein bewiesen, daBl samt den Funktionen g, g, ...,
&m+1 und den Relationen Ry, R,, ..., R,,, wobei an jeder Stelle héchstens eine der
genannten Relationen gilt, auch die aus ihnen folgenderweise ,,zusammengeflickte*
Funktion f in H primitiv-rekursiv ist:

81(x1; ..., x,), falls Ry (xq, ..., x,)
S ers ey X) = Em(X1s eevs X,), falls R,y ...y X,)
gm+1(X15 ..., X,) sONSt
(wobei »sonst* auch mit dem Bestehen einer primitiv-rekursiven Relation
Ryea(xy, o5 x,) = Ry(xq, o, x)& ... & R, (x4, ..., X,)
gleichbedeutend ist).
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Hier bemerke ich, daB die Fallunterscheidungsform (die ,,konditionelle*
Definition) von McCARTHY, die in [1] benutzt wird, der folgende Spezialfall dieser
Definition ist:

g1(xy, ..., x,), falls Ry (xq, ..., x,)
S = { 000 BB RG o W& Ry o 6
&n(X1, -0, X,), falls Ry (xy, oo, ) &... & Ry (X1, .0y Xp)

& R, (x1,..., X,)-

Sind hier nicht alle Mdglichkeiten erschopft, so ist / im ,,Sonstfall’ undefiniert;
koénnte aber beliebig, z. B. als 4, definiert werden, da dies in den Anwendungen
immer belanglos ist.

7. Zu den weiteren wird auch die primitiv-rekursive Definition der charakteristi-
schen Funktion der Gleichheit:
hy, fallsx = y

equal(x, y) = {h1 sonst

gebraucht.
Zuerst konnen die charakteristischen Funktionen der Eigenschaften: ,,mit je ei-
nem Atom g; gleich zu sein“ durch die primitiven Rekursionen

fla) = ho
f(a;) = hy fir jedes von g, verschiedene a; € H,
f(cons(x,, x5)) = hy
definiert werden.
Dann kann die charakteristische Funktion eq (x, y) der Relation, daB x ein
mit y libereinstimmendes Atom ist, durch die ,,Zusammenflickung*

hy,falls(x = a, &y =a)V..V(x=a, &y = a)
cqlx, y) = h,sonst
definiert werden.
Damit 148t sich equal (x, y) wie folgt definieren:
Sei
hy, falls x = hy&y = hy
h, sonst

gx, y) = {
(da h, ein Atom ist, ist g eine primitiv-rekursive Funktion), dann gilt

equal(a, y) = eq(a, y), fallsa € H,
equal(cons(x;, X;), y) = & [equal(xl, car(y)), equal (x,, cdr( y))).

Das ist aber keine primitive Rekursion, da dabei der Parameter y nicht unveréindert
bleibt, sondern dafiir einmal car (y) einmal cdr (y) eingesetzt wird.

Ich habe zwar in [2] allgemein gezeigt, daB — bei eventueller Hinzunahme
gewisser neuen Ausgangsfunktionen — eine derartige Definition auf die sog.
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,,Wertverlaufsrekursion®, und diese auf primitive Rekursion (nebst Substitution)
zuriickgefiithrt werden kann; aber dabei wurde auch die charakteristische Funktion
der Gleichheit benutzt. Diese (also equal (x, y)) wird daher auch hier zu den Aus-
gangsfunktionen hinzugenommen. Die Aufnahme weiterer Ausgangsfunktionen
18t aber in unserem Spezialfall tiberfilissig; dies zeige ich in den folgenden.

8. Ich schicke voraus, daBl es iberflissig ist in den einzelnen Fillen der
,,Zusammenflickung* immer wieder derartige Hilfsfunktionen einzufiihren, wie
g in der Definition von equal (x, ) war. Man kann sich z. B. ein fiir allemal klar-
legen, daBB auch die folgende ,erweiterte Zusammenflickung®” (wobei auch Para-
meter auftreten konnen), wo sich die verwendeten Relationen gegenseitig aus-
schlieBen, nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt:

(f(a) = g, fallsa € H,
(xl: xz’f(xl) f(x2)) falls Rl (xla Xa,s f(xl), f(X2))

If (cons (xy, X»)) = gm(xl, Xz, f (xl) f (xz)) fal]sR (xl,xz, f(xl) f(x2)
. gm+1(ll> Azaf(-xl), f(X2)) SOI]St,

denn mit
g{ (xh Xa, Uy, Ug), falls Rl (xl, Xo,y U1, 1)2)
g(xla X, U1, UZ) = 3 g:n(xl’ Xo, Uy, Uz), falIsRm(xl, Xg, Up, 1)2)

’
gm+1(x1, X3, Uy 02) sonst

kann f(x) durch die folgende primitive Rekursion definiert werden:
{f(a) = g, fallsa ¢ H,
f(cons(xy, Xo)) = g(X1, Xz, f(X), f(xz))

Als Spezialfille der ,,erweiterten Zusammenflickung** wurden in [2] bei primitiv-
rekursivem R(x, u#,, ..., u,) auch die Relationen: ,,Es gibt ein Vorginger von x,

fiir den R besteht®:
GJ/)[J’§X&R(J’, ul: ey un)];

und ,.fiir alle Vorganger von x gilt R*:

YDy =x—>R(y, uy, ..., u,)],

uuy[yéX&R(y’ ul’ s un)]

als primitiv-rekursiv definiert, wobei das letzte den ersten in einer bestimmten Reihen-
folge der Vorgdnger von x bedeutet, fiir den R besteht, falls ein solcher Vorginger
von x existiert; und sonst als A, definiert wird. (Ist x eine natiirliche Zahl, dann
bedeutet so y die kleinste natiirliche Zahl gewlinschter Art bis x.)

Als Jene bestimmte Folge (mit erlaubten Wiederholungen) der Vorginger
von x ist es in unserem Spezialfall zweckmissig die Folge

ferner die Funktion:

(%) Xo> X1s ey Xp
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zu wihlen, worin fiir x€ H, natiirlich
b=0 und Xx,=x

gilt, und fiir ein x=cons (x;, x,) erst die Vorgidnger von x, (in der betreffenden
Reihenfolge), dann die Vorgéinger von x; (in der betreffenden Reihenfolge) auftreten,
und endlich

X = fb'

9. Mit Benutzung von equal (x, y) kann nun die charakteristische Funktion
vorg (x, y) der Relation y =< x wie folgt als eine primitiv-rekursive Funktion definiert
werden:

vorg(a, y) = eq(y, a), fallsa € Hy -
hy, falls cons (x,, x,) = y V vorg(xy, y) = hy V
vorg(cons(x;, x), y) = V vorg(xy, y) = ho
h, sonst.

Damit ist auch die Relation

y<x =y=x&y #x
primitiv-rekursiv.
Werden nun die natiirlichen Zahlen
0,1,2,..
der Reihe nach mit
hgy hyy Bs,y ..
identifiziert, so gilt fiir jede natiirliche Zahl i:

oh) = hy=1=o0(),

ferner ist :

o(x)<o(y)
mit

o(x)<o(y)
gleichbedeutend, und aus

x X o(y)

folgt, daB x eine natiirliche Zahl, also
x = o(x)
ist; und o(x) kann wie folgt als eine primitiv-rekursive Funktion definiert werden:
[ o(a) = hy, fallsa € H,

cons(o(x,), 0(xy)), falls 0 (x;) = 0(xy)
o(cons(x, 7)) = cons(o(xz), 0(xz))sonst.
Fir x=cons (x;, x;) wurde o(x) eigentlich mit Verwendung des friitheren

Wertes o(x~1) definiert, wobei durch x~! unter xy, x, ein bestimmtes von nicht-
kleinerer Ordnung bezeichnet wird (dessen Ordnung um 1 kleiner als o(x) ist).
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In den weiteren wird auch benutzt, dal3 das Schema (wo auch Parameter auf-
treten kénnen)

f(a) = g,, falls a € H,
{f(cons(xls xz)) = g(xl, Xa, f(x1), f(xz),f(cons‘l(xl, xz)))

nicht von der Klasse der in H primitiv-rekursiven Funktionen hinausfiihrt. Denn
mit Verwendung der primitiv-rekursiven Hilfsfunktion

, g(xls Xa, Vg, Vg, v1)9 fa”S 0(x2) é 0(x1)
g (xl’x2’01’02’) N g(xl’ x2,l)1,1)2,l)2)50nst
kann f(x) durch die primitive Rekursion

{f(a) =g, fallsa € Hy
f(COI’lS(xl, x2)) = g,(xl’ Xz, f(xl)a f(x2))

definiert werden.
Im Spezialfall g,=a und g(x, X5, vy, vg, U3) =0y ergibt sich selbst x~! als
primitiv-rekursive Funktion.

10. Mit Verwendung von o(x) wurde in [2] der — im folgenden als Sarz in [2]
zitierte — Satz erhalten, daB jede zahlentheoretische primitiv-rekursive Funktion
zu einer primitiv-rekursiven Funktion in H erweitert werden kann. Genauer: Es
gibt zu jeder primitiv-rekursiven zahlentheoretischen Funktion ¢(@my, ..., m,)
eine primitiv-rekursive Funktion f(x,, ...,-x,) in H, fiir welche

Co(f(xgs s X)) = (0(x))s .y 0(X,))

gilt. Daraus folgt, da3 die in H primitiv-rekursive Funktion

g(xys ooy X)) = 0(f(xy, ..oy X))

und die zahlentheoretische primitiv-rekursive Funktion ¢ fiir natiirliche Zahlen
als Argumente ibereinstimmen. Derartige ,,Vertreter'* der zahlentheoretischen
primitiv-rekursiven Funktionen in H werden hier ebenso bezeichnet, wie die Funk-
tionen die sie vertreten.

Statt einer beliebigen natiirlichen Zahl » ist in H passender o(x) zu gebrauchen.
Z. B. wird die o(x)-te Iterierte einer primitiv-rekursiven Funktion f(y) folgender-
weise als primitiv-rekursive Funktion definiert:

FC@(yy = y, falls a € H,
f(o(cons(xl, xz))) (y) — f(f(a (cons ~ }(x,, xg))) (y))
Ich bemerke hier, daBB die nicht O-ten Iterierten von o(y) alle gleich o(y) sind,
da o(y) immer eine natiirliche Zahl ist, und so

. oo(») = o)
gilt.

11. Zur Behandlung der sog. Wertverlaufsrekursion hat man den endlichen
Folgen der Elemente von H je ein Element derart zuzuordnen, daB daraus die
- Glieder der Folge wiedererkannt werden kénnen. Fiir den Fall, wobei unter den Nach-
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folgerfunktionen auch ein mindestens zweistelliger vorkommt, habe ich in [2] eine
verhiltnisméBig einfache derartige Zuordnung angegeben. In unserem Spezialfall
liegt es aber an der Hand ein anderes Verfahren (das auch verallgemeinert werden
kann) anzuwenden: die endlichen Elementenfolgen als Listen (von S-Ausdriicken)
zu betrachten, welchen in den Friiheren bereits je ein S-Ausdruck zugeordnet wurde:

der aus s, bestehenden Liste (s, - NIL),
der aussy,s;  bertehenden Liste (s, - (s, - NIL)),

der aus s,, 5, 5, bestehenden Liste (So “(51+ (50 NlL))),

und der leeren Liste etwa NIL = A,.

So wird einer Elementenliste
Sos S1s oes Sp
ein Element

5 = ¢,(So5 S1, -+ 5,) = cons (S, cons (51, ..., cons (s,, hy)--.))
zugeordnet. Man sieht, daB dabei
n=o(m=o(s)
gilt.

Aus s kénnen die Glieder der Liste als primitiv-rekursive Funktionen zuriick-
erhalten werden:

5o = car (s), s, = car (cdr (s)), s, = car (cdr (cdr (5))), ..., 5, = car (cdr™ (s)),

und es gilt
cdr+ () = h,.

Nach den Bisherigen kann die charakteristische Funktion der Eigenschaft
,,»x entspricht einer Elementenliste” wie folgt primitiv-rekursiv definiert werden:
hy, falls x = hy V (3P X 0(x) & cdr®®)(x) ¢ Hy & cdrC®* D (x) = k]
h, sonst

list(x) = {

und
long (x) = u,[y < 0(x) & cdr®® (x) ¢ Hy & cdrCO+D (x) = hy]

ergibt fiir ein S-Ausdruck x, der einer Liste zugeordnet ist, die ,,Ldnge* dieser
Liste (eigentlich um 1 weniger als die Gliederanzahl einer nicht leeren Liste, da das
erste Glied der Liste den Index O erhalten hat). Fiir andere x gilt

long (x) = h,.
Jedenfalls ist long (x) eine natiirliche Zahl, so dal

. long (x) = o (long (x))
besteht.

Ist die Abhingigkeit einer primitiv-rekursiven Funktion f von x derartig, dal3
ihre Werte fiir jedes x dergleichen Ordnung tibereinstimmen, so wird f (das auch
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von anderen Variablen abhidngen kann) auch als f,(,, geschrieben, und eine primitiv-
rekursive Folge genannt.

Nun kann nach den Vorherigen eine primitiv-rekursive — und nur Vorgénger
von x enthaltende — Folge, welche fiir solches x, das einer Liste entspricht, bei
o(y)=Zlong (x) das o(y)-te Glied dieser Liste liefert, z. B. wie folgt definiert werden:

car(cdr(e®) (x)), falls list(x) = hy & o(y) < long(x)
Ko () = {x sonst

Es gilt auch der folgende (zur Ausschaltung der Wertverlaufsrekursionen ent-
scheidende) Saiz: nicht nur die einzelnen Funktionen

€, (o5 S15 --» 8y fir n=0,1,2, ...

sind primitiv-rekursiv, sondern fiir jede primitiv-rekursive Folge s,(, (die auch
von Parametern abhidngen kann) ist

(s)c(x) = Co(x) (S05 S15 +e0s So(x))
eine primitiv-rekursive Funktion. Diese bezeichnet ja den S-Ausdruck
cons (5, €ONS Sy, ..., CONS (Sy(xy—1, CONS (Syx)s o)) - ))-

Deren Werte konnen von innen nach aussagen gehend berechnet werden. Dabei
erhilt man den sich sukzessiv verindernden Zwischenwert g zuerst (im ,,0-ten
Schritt*) als

hOa
dann mit diesem g als

o cons (So(x)a g)>
dann mit diesem neuen g als :

cons (So(x) -1 g)>

usw.; im i+ I-ten Schritt mit dem im i-ten Schritt erhaltenen g als
cons (So(x)—i: g),
fir i=0,1, 2, ..., o(x).
Daher kann der Zwischenwert im o(y)-ten Schritt wie folgt als eine primitiv-
rekursive Funktion definiert werden:

{go(a) (x) = hy, falls a € H,
go(cons(yl,yz))(x) = COHS(SO(X) = o(cons ™1 (33, y2))? 8o (cons‘l(yl, y2) (X)),
und damit auch
Ce(x) = 8eons (o(x), o(x)) (x) (: go(x)+1(x))‘
Der Index .
0(x) = o(cons=*(yy, y2))
in der Definition von g, (x) ist exakt folgenderweise zu verstehen: Die zahlen-
theoretische Funktion m = n bedeutet die Differenz m —n, falls m=n ist, und O sonst

(wo der letztere Fall hier ohne Belang ist). Nach Sazz in [2] gibt es dazu eine in H
primitiv-rekursive Funktion f(x, y), so dal3

o(f(x, ) = o(x)=0(»)

2 Acta Cybernetica II/3
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gilt. So kann der betreffende Index von s durch
o(f(x, cons=* (y1, y2)))

vertreten werden. (In dhnlichem Sinn werden auch in den weiteren zahlentheoretische
Funktionen verwendet.)

12. Die allgemeine Form des in unserem Spezialfall eben bewiesenen Satzes
wurde in [2] zur Zuriickfithrung der ,,Wertverlaufsrekursion* auf primitive Rekursion
benutzt. Da handelt es sich um ein Rekursionschema, wobei zur Definition des
Funktionswertes an einer Stelle x Funktionswerte an beliebigen echten, nicht nur
an unmittelbaren Vorgingern von x verwendet werden.

Hierzu wird eine bestimmte Liste aus simtlichen Vorgidngern je eines Elementen
x in Betracht genommen; in unserem Spezialfall die in Nr. 8 angegebene Folge

(%) Xo, X1, .., Xp = X
Das der aus den Gliedern
f('fO’ ul’ “rcy un)s f(fl’ ula arey un): '-'5f(x—b’ ul: [ERF} un)
bestehenden Liste zugeordnete
f*(x: Uy oooh U") = cb(f()?la Uy - un)7 --'9f(5€bs Uy -5 un))

kann die ,,Wertverlaufsfunktion” der Funktion f(x, u,, ..., u,) genannt werden;
daraus ergibt sich fiir jedes i=b

f(xh Uy, .o un) = ki(f*(x’ Uy -0y un))’
und das Schema der Wertverlaufsrekursion lautet hier:
{f(a, Uy, .o, ty) = g.(y, ..., u,), falls a € Hy

f(COI]S(xl, xz)a Ups ey un) = g(xls Xos Upyeees un:f*(xly Upseeos un):f*(xZ, Upy-ees U")),

wobei die Funktionen g,, g primitiv-rekursiv sind.
Wird bewiesen, daB

f*e uy, oou) und b = b(x)(=0(b(x)))

primitiv-rekursiv sind, so ist auch

o _ SO uy, o) = kyoo (f*(x, uy, o5 uy))
primitiv-rekurstv.

Uberblicke man noch einmal die folgenden: Fiir ein x=cons (x,, x,) folgen
in (*) erst die Vorginger von x, nacheinander; die letzte unter diesen erhilt den
Index b(x,). Danach folgen die Vorginger von x;, der Reihe nach mit Indizes

b(x)+1, ..., b(xg)+b(x)+1.
Dann folgt noch x, das den Index
b(x) = b(x2)+b(x1)+2
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erhilt. So kann b(x) (mit Anwendung des Satzes in [2]) durch folgende primitive
Rekursion definiert werden:

b(a) = 0, falls a € H,
{b (comns (1, x2)) = b(x2)+b(x)+2.

Jeder echte Vorgidnger eines x=cons (X, X,) ist Vorginger entweder von
x, oder von x,. Bezeichne fiir solches x und fiir j<b(x) (andere Fille sind belanglos)
i(x,j) den Wert 2 oder I, je nachdem x;=<x, oder X;=<x, gilt; und /(x, j) einen
solchen Index, mit dem X; in der zu Xx;(. ;) gehorigen Liste (%) vorkommt. In [2]
wurde mit allgemeiner Fassung der hier verwendeten Begriffe bewiesen, daB falls
der Entsprechende des Satzes in Nr. 11 besteht, die Primitiv-Rekursivitit der Ent-
sprechenden von i(x,j) und I(x, j) die Primitiv-Rekursivitdt der entsprechenden
Wertverlaufsrekursion nach sich zieht (deshalb sind diese notwendigerfalls zu den
Ausgangfunktionen hinzuzunehmen).

In unserem Spezialfall konnen aber diese wie folgt als primitiv-rekursive
Funktionen definiert werden:

2, falls x = cons (x;, x,) & 0(j) = b(xy)
i(x,j) =41 sonst (also auch fiir den uns allein

interessierenden Fall b(x,) < 0(j) < b(x)
und

0(j) = (b(x)+1), falls x = cons(x;, x,) & i(x,/) = 1
o(j) sonts (also auch fiir i(x,j) = 2).

I(x,7) :{

So fihrt die Wertverlaufsrekursion nicht von der Klasse der in H primitiv-
rekursiven Funktionen hinaus.

13. In Nr. 7 wurde erwihnt, daB eine derartige Rekursion, wie dort fiir equal
angegeben war:
equal(a, y) = eq(a, y), falls a ¢ H,
D) equal(cons (x;, X,), y) = g[equal(xl, car(y)), equal(x,, cdr( y))),

wobei fiir den Parameter y Finsetzungen erfolgten, nach eventueller Aufnahme
neuer Ausgangsfunktionen auf Wertverlaufsrekursionen zuriickgefiihrt werden kann.

Obwohl zu den hinzuzunechmenden Ausgangsfunktionen auch equal (x, y)
selber gehort, mochte ich den Gedankengang des Beweises an diesem einfachen
Beispiel andeuten. .

Das erste Ziel ist eine Funktion f(x, ) mit folgenden Eigenschaften zu definieren:

(1) Zu jedem y gibt es ein x mit

S ) = .

(2) Zu jedem ac H,, y und z gibt es ein x mit

f(x, ) = eq(a, f(z, »))-
(3) Zu jedem y und z gibt es ein x mit

fGx, y) = car (f(z, y).

2*



196 R. Péter

(4) Zu jedem y und z gibt es ein x mit
f(x, y) = cdr (f(z, »)).

(5) Zu jedem y,, z; und z, gibt es ein x mit

fCx, ») = g(f(z1, ¥), S22, V).

Ein derartiges f(x, y) nimmt sozusagen simtliche ,,Bausteine’* an, die in der
Bestimmung je eines durch (D) definierten Wertes von equal (x, y) teilnehmen.

Nun kann ein solches f(x, y) z. B. mit Verwendung der in Nr. 11 definierten
primitiv-rekursiven Funktionen

k;(w), c,(ug, ...,u,) fir i=0,1,2; n=12,
ki(cn(u07 cees un)) = ui
gilt, wie folgt definiert werden:
f(a,y) =y, falls a€ H,
eq (ko (x2), £ (ks (x2), ), falls 0 (ko (x1) = ho
car( f (k1 (x1), »)), falls o(ko(x,)) = by

cdr( f(ky (xy), y)), falls o(ko(x1)) = ks
g(f (1), »), f(ke(x2), )) somst.

Tatséchlich werden so die Forderungen (1)—(5) der Reihe nach z. B. mit

wobel fir i=n

(D*) f(COIlS (xla xz), y) =

x=h05

= cons (¢,(a, 2), x;), falls a€H,,

=

= cons (¢, (1, 2), Xxa),

= cons (¢, (hy, 2), X,),

% ® 0=x

= cons (¢y(hs, z1, Z5), X3)

bei beliebigem x,, z. B. x,=h, erfiillt.

Definitionen der Art(D*) konnen zu Wertverlaufsrekursionen umformuliert
werden.

Nach einem Hilfsatz in [2] kann nun durch eine dhnliche Definition eine Funktion

w(x, z) der Eigenschaft
F(xf(z ) = f(wix, 2), )

angegeben werden. (Diese hat besonders dann eine entscheidende Rolle, wenn es
sich statt einer so einfachen Definition wie (D) um eine sog. ,,eingeschachtelte
Rekursion* handelt, wobei fiir Parameter von (an Vorgénger-Stellen angenommenen)
Werten der zu definierenden Funktion abhingige Ausdriicke eingesetzt werden;
der genannte Hilfsatz ermdoglicht die Auflosung der ,,Einschachtelungen®.)

Mit Benutzung dieser Funktion w(x, z) kann endlich durch eine primitive Re-
kursion eine Funktion ¢(x) definiert werden, welche aus den Werten vom durch (D*)
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definierten f(x, y) die Werte von equal (x, ) sozusagen ,,herausschopft®, d.h., fiir
welche bei jedem x, y

‘ equal (x, ») = f(q(x), »)
gilt.
Nach der Definition von k, ,(x) sind die in (D*) auftretenden

ki(xl) (l:()a 1, 2)

Vorginger von x,. Ist 4;(x) die v(x, i)-te in der Liste (*) der Vorgdnger von x, und
wird die Wertverlaufsfunktion von f(x, y) mit /*(x, y) bezeichnet, so gilt nach Nr. 12

Fki(x0), ¥) = Koy, o (F*(x1, ¥)).

Werden fiir =0, 1, 2 die rechten Seiten dieser Identitdten fir ihre linken Seiten
in (D*) eingesetzt, so sieht man, daB falls v(x, i) primitiv-rekursiv ist, (D*) zu einer
Wertverlaufsrekursion umformuliert werden kann. Deshalb wurde in [2] allgemein
gefordert, das Entsprechende von v(x, /) notwendigerfalls zu den Ausgangsfunktionen
hinzuzunehmen.

In unserem Spezialfall kann aber v(x, #) (von natiirlichen Zahlen auf simtliche
S-Ausdriicke fiir 7 in belangloser Weise erweitert) als eine primitiv-rekursive Funktion
definiert werden.

Die Liste (%) der Vorgédnger von x besteht fiir x€ H, aus dem einzigen Glied
Xo=x, und filir ein x=cons (x;, x,) aus den Gliedern

Xos o5 Xp(xg) = X25 Xpxa) 415 -+ Xbxn) +bGe) +1 = X1 Xblea) +blx) 42 = X,

wo die ersten b(x,)+1 Glieder die Liste der Vorginger von x,, und die darauf
folgenden b(x;)+1 Glieder die Liste der Vorgdnger von x, bilden.
So gilt erstens immer
: v(x,i) =0, falls xcH,.
Sei nun _
x = cons (X;, Xs)-

Wenn x zu keiner Liste gehort, oder wenn /=< long(x) nicht besteht, so gilt
ki (x) = x,
also

v(x, i) = b(xp)+b(x)+2.
Sonst ist x der Form:

X = cons (so, cons(sy, .., CONS (Siong (xy > Ao)--) ),
ol e

X1 Xy

daher gilt
ko(x) = 50 = x, = Xb(x) +b(x)+15

v(x, 0) = b(x)+b(x)+1;

also

und fiir O<i=long (x)

ki(x) = ki1 (xy),
also _
(Do) v(x, i) = v(x,, i—1)."
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Dies bietet fiir i=1 eine Rekursion, wobei fiir den Parameter / die Einsetzung
i—1 erfolgt. Doch so einfache Falle lassen sich leicht auflésen: Fiir i=1 kann (D)
wiederholt werden. Da

X, =cdr(x)  (und x, = car (x))
ist, ergibt sich so

v(x, i) = v(edr(x), i— 1) = v(cdr®(x), i—2) = ... = v(cdr®(x), 0) =
= b(cdr+D (x) + b(car (cdr® (x))) + 1.

Daher ergibt sich v(x, i) durch die Fallunterscheidung
hy, falls x € H,
. b (cdrC®+D (x))+- b [car (cdrC® (x))] +1,
v D= s g H, & list (x) = hy & 0(i) < long(¥)
lb (cdr(x))+ b(car(x))+2 sonst

als eine primitiv-rekursive Funktion.

Nach dem angedeuteten Gedankengang fithren daher die Rekursionen, wobei
fiir die Parameter Einsetzungen erfolgen (sogar die derart zustandekommenden
»eingeschachachtelten Rekursionen®) nicht von der Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen von H hinaus.

14. Als eine einfache Verwendung der Funktionen c¢,(,, und k,,(x) erwihne
ich noch die in [2] behandelte Zuriickfiihrung der ,,simultan-rekursiven* Definition
mehrerer Funktionen

f;)’.fh "',f;l

auf die rekursive Definition der einzigen Funktion

S=cfos frs s )

woraus die einzelnen Funktionen durch die folgenden Substitutionen zurtick-
erhalten werden kdénnen: '

Jo=ko(f)s fp = ki (f), .- S = Ka(S).
Z. B. ergibt

{fo(a) = g,, fallsa € H,
foleons (xy, x2)) = g(x1, Xa. fo (x0), fo(x), f(x0), i (x2)

{f](a) =g/, fallsa ¢ H,
fl(COIlS (xl’ x2)) = g,(xls Xos .fO(xl)’ ﬁ)(xz)’ fl(xl)5 fl(xz))

und

eine simultan-rekursive Definition der Funktionen f,(x), f; (x).
(Des wiirde auf dasselbe hinausgehen, wenn statt der letzten Definitions-
gleichung

S (Cons (x15 xz)) = g”(xn Xa, fo(xn), fo(x2), f},(cons (x4, xz)),f1(x1)’f1(x2))
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stehen wiirde; man hitte dann nur g’ als
” .
8 (X1, Xp5 Uy, Up, Us, Ug) = & (xl’ Xg, Uy, Uy, (X1, Xo, Uy, Uy, Uy, Ug), Us, u4)

zu definieren.)
In diesem Fall kann

) = a(f6o(x), 1 ()

durch folgende primitive Rekursion definiert werden:

f(a) = cl(ga: gzlz)s falls a E HO
{ floons (x1, %)) = ¢4 (g (15 e Ko ( £(x1)s ko f (x2))s & (%15 %2, Ka (f(x0), K ( f(xz)))] ,

und daraus erhilt man durch Substitutionen:

fo(¥) = ko(f(¥)) und  fi(x) = ki (f(x)).

15. In [2] wurde auch gezeigt, dal die allgemein-rekursiven Funktionen (im
allgemeinen H) dhnlich wie im zahlentheoretischen Fall definiert werden kdnnen,
als Funktionen, deren Werte aus Definitionsgleichungsystemen — durch endlichmal
verwendeter Finsetzung von Elemententermen (in unserem Spezialfall von S-Aus-
driicken) fiir Variablen, und durch Ersetzung einer Gleichungseite die als ein Teil-
ausdruck auftritt, durch die andere Seite der betreffenden Gleichung — iiberall
eindeutig erhalten werden konnen; mit Weglassung der Forderung ,,iiberall* entstehen
derart die partiell-rekursiven Funktionen in H. (All diese kénnen auch durch
primitive Rekursionen und ,,unbeschrinkte u-Operationen definiert werden.)

16. Einige Beispiele fir Definitionen von im ,,Lisp 1.5 verwendeten primitiv-
rekursiven Funktionen in unserem H (diese sind in etwas abweichender Form auch
in [1] zu finden):

@ Der Ausdruck, der aus x entsteht, wenn fiir jedes Vorkommen von y darin
z gesetzt wird (in [1] wurde das nur im Fall y€ H; definiert, doch ohne Belang kann
die Definition fiir beliebige y erwcitert werden; dhnliches gilt auch in den folgenden
Definitionen):

b z,fallsac Hy&a =y
SUbSt(% ¥.2) =\, falls a € H, & a = y
(subst(cons (x,, x5), », z) = cons(subst(x,, y, z), subst(x,, y, 2)).

@ Der Ausdruck, der jener Liste entspricht, die aus einer Liste durch Danach-
fiigung der Reihe nach der Glieder einer anderen Liste entsteht (der Fall

list (x) = hyvlist () = Iy
ist fiir uns ohne Belang; und fiir a€ H, interessiert uns nur a=/#, als das Entsprechende
der leeren Liste):

{append (a,y) =y, falls a € H,
append (cons(x;, x,), y) = cons(x;, append (x,, y)).
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(® Die charakteristische Funktion der Relation ,,unter den Gliedern einer
gewissen Liste vorkommen® (fiir list (x)=h, ohne Belang):

member(a, y) = h,, falls a ¢ H,
ho, falls Xy =Yy

member (cons (xy, xy), ) = {member(x ¥)sonst
23 .

@ Der Ausdruck, der jener Liste.entspricht, die durch linkseitiger Hinzufiigung
zu einer Liste der Glieder einer ,,Paarliste’* entsteht, die aus den cons-Funktionen
(,,Paare* genannt) der ersten, zweiten, ... Glieder zweier Listen derselben Linge
entsteht:

pairlis(a, y, u) = u falls a € H,
pairlis(cons(x,, x;), y, u) = cons (cons(xl, car(y)), pairlis(x,, cdr(y), u))

Wegen dem Vorkommen von
pairlis (x,, cdr (), u)

auf der rechten Seite haben wir hier bereits mit einer solchen Rekursion zu tun,
wobei fiir den Parameter y eine Einsetzung erfolgt ist; woriiber es sich in Nr.
12—13 handelte.

Noch zwei Definitionen beziiglich Paarlisten:

(® Das erste Paar einer Paarliste, dessen erstes Glied (d.h. car-Funktion)
x ist (und etwa A, falls kein solches Paar vorhanden ist):

assoc(a, x) = hy, falls a € H,

uy, falls car(uy) = x
assoc(cons(uy, up), X) =
assoc (u,, x) sonst.
©® Gehort u zu einer Paarliste, worin die ersten Glieder Paare Atome sind,
so bedeutet
sublis (x, u)

den Ausdruck, der aus dem Ausdruck x entsteht, falls jedes Vorkommen der ersten
Glieder der Paare in x durch das zweite Glied (d. h. cdr-Funktion) des betreffenden
Paars ersetzt wird. -

Erst kann dies mit der Bezeichnung ,,suba‘“ fiir x€ H, durch Rekursion nach
u definiert werden:

suba(a, x) = x, fallsa € H,
cdr(uy), falls car(uy) = x
suba (cons (i), X) = {suba (45, X) sonst.
Damit ergibt sich die primitive Rekursion nach x:
{Sublis(a, u) = suba(u, a), falls a € H
sublis(cons(x;, x,), #) = cons(sublis(x,, u), sublis(x,, ©)).
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PexypcuBHocTh nporpammuoro si3bika “Lisp 1,5 B cnemnajbHbIX ciayyasx
YNOPANOYEHHBIX CBOOOIHBIX rOJOMOPGHBIX MHOKECTB

ITonsaTue, uMeroineecs B 3ariaBuM (MTOHATHE «MHOXECTB, KOTOPHIE MOTYT OBITH TTOCTPOEHBI
O METOHY, HATYPAJbHBIX YMCE/) aBTOP BBEN Ha BapmIaBCKOM cHMIo3uyme B 1959 roay; u mns
TaKHX MHOX€ECTB OH OGOOGILUMI TeOpUI0 peKyPCHBHBIX (yHKUMil; pa3pabaTbhiBasg KaK YacTHBIA CIIy-
yail, TEOPHIO PEKYPCHMBHBIX GYHKIMI BO MHOXECTBAX, HAXOAMHIMXCA Bbiie moboro andasura.
W npyrue aBTOPBI MCCIEAOBANIM M IMPUMEHSAH B OCHOBHOM 3TOT CHELUAJIBHBLA ciydait. Jlerxo
TOKa3aTh, UTO OCHOBHBIC TOHATHA TIPOTPAMMHOrO si3bika ,,Lisp 1.5 ABISAIOTCA NPUMUTHBHO-
PEKYPCHBHBIMM BO MHOXECTBE, HAXOAAIOeMCs BBIIE moaxoaswerocs andasuta. B To xe Bpems
MHOXECTBO CHMOOMYECKUMX BBIPAXeHWH #A3bIKa ,,Lisp 1.5, mMOCTpoeHHOE MCXOHS M3 HEKOTOPBIX
«aTOMOB» € TNOMOIIBIO €OUHCTBEHHOTO (ABYXNEPEMEHHOTO) HEeWCTBHA, caMO co0oif maércst Kak
CTIEIMANIBHEIN CIy4Yail YHOOPSAOYEHHBIX CBOOOAHBIX TOJIOMOPGHBIX MHOXKECTB, HE COBMANAFOUINX
C MHOXECTBAMH CJIOB. B cTraThe HAéTcs PEKYPCHBHAS TEOPHUSl ISl 3TOrO Cllydasi.
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