Couverture irrédondante des fonctions booléennes définies
par leurs mondmes vrais et faux — fonctions simultanées
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I-INTRODUCTION

Dans un article récent, E. MORREALE [4] a défini un algorithme pour la recherche
d’une base irrédondante des fonctions logiques' définies par les points de leur
borne supérieure. Dans un premier temps, cette méthode a été modifiée [6] pour
traiter les fonctions trés incomplétement spécifiées presque toujours définies par
I’ensemble des points de leur borne supérieure et du complément de leur borne
supérieure.

Dans les problémes concrets il arrive trés souvent que toutes les combinaisons
des variables ne soient pas employées pour définir I’état de la sortie, c’est pourquoi
la premiére-partie de cet article présente un algorithme déduit des deux précédents,
s’appliquant au cas des fonctions données par un ensemble de mondmes qui
couvrent les points vrais et de monbémes qui couvrent les points faux.

La deuxiéme partie aborde le probléme de la couverture irrédondante des
fonctions simultanées.? Ce probléme, trés complexe, a été étudié dans de nombreux
articles. Certaines méthodes [1], Tag Method [2], Consensus [5] exigent le calcul
de tous les implicants premiers et conduisent donc ou a la résolution de table de
choix, ou a la recherche de couverture irrédondante par des moyens appropriés
[3], [8]. L’approche présentée, basée sur les travaux de [7] et (4], permet de considérer
seulement les implicants premiers utiles a la génération d’une base irrédondante.

II-FONCTIONS DEFINIES PAR LEURS MONOMES VRAIS ET FAUX

Soit F(xy, ..., xi, ..., X,) une fonction booléenne de n variables définies par
I’ensemble P de ses mondmes ou elle prend la valeur 1 et par 'ensemble Q de ceux
ou elle prend la valeur 0. Nous allons chercher tour & tour si, pour chaque i€ {I, n}, il
existe des implicants premiers appartenant & la base irrédondante et commengant
par les variables x; ou X, qui seront notées x7, a€ {0, 1} avec x? =X; (valeur logique 0)
et x} =x; (valeur logique 1). Pour cela, il est nécessaire d’introduire les trois opérateurs
suivants.

! switching functions
? multiple output switching functions
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Définitions

Définition 1. Réduction. La réduction notée R,, [g] efface dans P/Q la colonne

correspondant a la variable x;

0—10’—10
— —-00 —-00
RalTT 10|71 0
1 —1 1] —11
010 —-| 10 —

S : ¥ . . P e .
Définition 2. Intersection. L’intersection notée Iy [—Q— consiste 4 retenir dans

le tableau P les hgnes ol x;=o et a enlever de Q celles ou x;=a pu1s a appliquer

Ry, a ce qu'il reste de P/Q

00 —1 0 -0
0 - 10
— - 00
1*31110_1 1 0°
1 — 11 1 =1
01 —-——- 0 1 —

. Définition 3. Couverture. La couverture C(P/Q) efface de P les lignes includes
dans I'implicant premier trouvé et extraie des mondmes les points restant a couvrir.

P

Q

avec I'implicant premier X, x, on a

Y

Proposition 1. Considérons /.. [

lg)-

o m=lo = |

1
1
1
0

OO0 = O

o Ofl= O

1
0
1

(=]

[T

—lo O

l»—a|—-oo

w1 Q.7 =0 alors

les points de P,. peuvent €tre couverts par un implicant premier ou la variable

x? n’apparait pas.

En effet, pour tout élément p de P,
n’appertient & Q.. donc que x}.p--x{-pappartient a la borne supérieure. Donc que
P peut étre couvert par un implicant premier ou la variable x? n’apparait pas.

P.NQz

= signifie qu’aucun point de p
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Organigramme

V= FLPIQ)

i=0

PiQ - PIQ

Pour x = 0.1 calculer

l

non i oul
l PLUP =0
pour x = 0., | éliminer de P Calculer R, (P//Q")
PPN Q=0
oui .
Pr=0
To= PUQ = R (PO Rechercher le dernier

tableau 7; non vide

T, = R (PO

Meitre X7 en facteur

T, = PO - PLQ:: On vient de trouver

un implicant premier

|

Appliquer Fopérateur €
a PiQ et PO
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P P
Proposition 2. A la fonction F [E] appliquons 'opérateur /.- ; Si I [a—] =

est tel que Q.. =0, alors x{ est implicant premier de F.
x7 est 1mpllcant premler car Q,. = f veutdire qu'aucun point de la fonction ou

x§ apparait n’appartient pas a4 . Cet implicant est premier car Q étant non vide et
la fonction F n’est pas la fonction identité.

Algorithme
1. Soit F(xy,..., %) = P/Q,i=0;T,= PJQ’ = PQ, i = 1.
2.i =1+ 1;
a) Appliquer 1., = = {0, 1} 2 P//Q;
b) Si P,; U P; =0 alleren 7.

3. Pour a={0, 1} vérifier s’il existe un implicant premier de la couverture
devant contenir x?. Enlever des tableaux P.. les termes ayant une intersection vide
’ : b
avec Q.=

4. a) Si P,;#0 poser a=1 etaller en 6;
b) Si P,;=0 poser o=0 etaller en 6.

5. Appliquer R,, a P’/Q’. Si le tableau obtenu est vide rechercher le dernier
tableau non vide des étapes précédentes, soit T;, faire i=; et le mettre dans
R, (P’/Q’). Transférer R, (P’/Q’) dans P’/Q’, incrémenter i et aller en 2. Si
non, mettre R, (P’/Q’) en P’|Q’'=T;, aller en 2.

6. a) Mettre x7 en facteur;
b)Si Q. # 0 mettre I..(P/Q') dans P’/Q" = T, aller en 2.

Si = le terme facteur de /. (P’/Q’) est un implicant premier de la base

1rredondante Appliquer l'opérateur Couverture a P/Q et P’/Q’. Si P n’est pas
vide aller en 5.

7. FIN

TII-FONCTIONS SIMULTANEES DEFINIES PAR L ENSEMBLE DE LEURS POINTS
VRAIS ET FAUX

La méthode exposée au paragraphe précédent peut étre généralisée au cas des
fonctions simultanées.
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Notations

Soit F={¢,, @2, ..., ¢,,} m fonctions simultanées o chaque fonction ¢; i={1,m}
dépend de n varlables X1, Xa, ..., X,. Chaque ¢; est définie par I’ensemble de ses
points vrais P; et celui de ses points faux Q, L’ensemble des points vrais de F sera

alors P= U P;, celui de ses points faux O = U Q, A chaque point de P (respectivement

Q) on ass001e une étiquette constituée de m b1ts dont le ii¢me prendra pour valeur 1
ou 0 suivant que le point appartient ou n’appartient pas & P; (respectivement Q,).

Par exemple: F = {¢p,, p;}ou

= L% Txy —0- P = L L1
P = X1 X2 X3 1X2X3 1= 0 0 1
S 1 1 1
P2 = X1 Xo Xz + X1 X X3 —O—~ P = 110
donnent

1 1 1 11

P=10 0 1 1 0

1 10 0 1

Définitions

Les opérateurs intersection Ix* et réduction Rx, gardent la méme définition
qu’au paragraphe II-1. L’opérateur couverture est modifié de la maniére suivante.

Définition 4. Couverture. Dans I'ensemble des points couverts par 'implicant
premier mettre 4 0 les composantes des étiquettes correspondant aux fonctions
effectivement couvertes. Si toutes les composantes d’une étiquette sont nulles,
effacer de P la ligne correspondante.

Remarque. Ceci va nous conduire a ['utilisation de deux étiquettes différentes
pour les points de P: I’étiquette initiale et une étiquette dite de travail, déduite
de la premiére apreés application de 'opérateur couverture.

Nous noterons ,,Etic” et ,,Etict” les étiquettes originales et de travail corres-
pondantes.

Nous allons définir sur ces étiquettes trois régles de calcul.

k
Définition 5. Opération Union. Etic= |J Etic; ol chaque composante de Etic est
i=1
obtenue par 'union des composantes correspondantes de Etic;.

k
Définition 6. Opération ET. Etic= [ Etic; ou chaque composante de Etic est
i=1
obtenue en faisant 'intersection des composantes de méme rang de Etic;.

Définition 7. Opérateur Négation. Etic est obtenue par la complémentation de
chaque composante de Etic.
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Organigramme

F=fie fu

Calculer Ctic

Cakuter #= () boQ= lj [
T e

¥
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Proposition 3. A la fonction F(P/Q) appliquons I'opérateur I.. Si I.(P/Q) =

xF

est tel que Q.= =9 ou tel qu’il existe au moins une composante ¢; pour la-

xF
quelle Qx> =0, alors x¥ est un implicant premier.
La démonstration est analogue a celle de la proposition 2.

Remarque. Pour reconnaitre les composantes ¢; pour lesquelles Q,, est vide,
il faut calculer ’expression

Etic = (U Etic,) N ( U Etict,).
q€Q pEP

Les composantes non nulles de Etic correspondent aux ¢;. Etic est également Iéti-
quette de P'implicant premier obtenu.

*7

Proposition 4. Considérons I,.(P/Q) = pour a={0, 1}. Soit A=P_.Q,3;

, 7 .
Si A=0 ou si pour chaque élément de A les étiquettes qui lui correspondent dans
P, et Q.7 sont disjointes, alors les points de P,, peuvent étre couverts par un im-
plicant premier ou la variable x{ n’apparait pas.

En effet pour un élément de A4 dire que les étiquettes qui lui correspondent
dans P, et Q.7 sont disjointes c’est dire que pour chaque fonction ¢;, j={1, m}
la ji#*me composante de 'intersection des étiquettes est O

— soit dans P,. ce en quoi le point 4 n’appartient pas & la fonction ¢;

— soit dans @7 qui est alors vide pour ¢;. Et on est ainsi ramené a la dé-
monstration de la propostion 1.

Algorithme

1. Pour F={¢;,...,0,} former les tableaux P= |J P, et Q= |J Q;. Calculer les
i=1 i=1

étiquettes Etic et Etict, i=0, T;=P’/Q’=P/Q.
2. i=i+1; Pour a={0, 1} appliquer I.. Si P] et Py sont vides aller en 5.

3. Pour o = {0,1} enlever de P/, les termes n’appartenant pas & Q= ou y ap-
paraissant avec une étiquette disjointe.

4. a) Si P{ 0 poser a=1 et aller en 6;
b) Si P 0 poser a=0 et aller en 6.

5. Appliquer R,, a P’/Q’. Si le tableau obtenu est vide mettre le dernier tableau
T; non vide dans R,, (P’/Q’) et faire i=j. Transférer R, (P’/Q’) dans P’/Q’, incré-
menter ¢ et aller en 2. Si, non mettre R.,(P’/Q") en P’/Q'=T, et aller en 2.

6. Mettre x¥ en facteur.
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7. a) Si un implicant premier a été généré le mettre dans la base irrédondante
avec son étiquette. Appliquer C a P/Q et P’/Q’. Si P est vide aller en 8; Si P est
vide aller en 5.

b) Mettre I:2(P’/Q’) dans P’/Q'=T;, incrémenter / et aller en 2.
8. Tester pour chaque ¢; (j=1, m) les redondances possibles par inclusion.
9. FIN

Exemple

Considérons la fonction F={¢;, ¢,, @5} des variables x; ... x, définie par

Etic Etict
1 010 011 011
1 0 0O 1 1 1 1 11
P 1 01 1 01 1 0 1 i
Q9 0010 001 '
0 1 1 1 1 1 0
1 010 1 00
0 0 0O 1 00
1 110 1 00
L’application de /.. donne
010 01 1 01 1
0 00 1 1 1 11 1
P, 0 1 1 01 1 011 Pz )
0,010 100 00T 0 001
1 10 1 00 1 1 1 1 10
000 1 00
A Tissuede I’étape 3 seul subsiste
P, 010 011 0 1 1
Q. 010 100
1 10 1 00

’
*1

: P .
Le terme x, facteur de —=* est implicant pour ¢, et @4 car pour ces deux compo-

. s S
santes Oy, est vide. L’application de la couverture donne

P 1000 111 100 P _ )

Q9 0010 001 Q. 010 100°
0111 110 110 00
1010 100
1110 100
0000 1 00O
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Le dernier tableau non vide est £/Q. On applique donc I, ce qui conduit &

P, 000 I 11 1 00 P 9
Q. 010 100 Q0,010 001
110 100 111 110
000 100

L’algorithme se poursuit sur Pg /Q%,, mise en facteur de x; et application
de I«
*2

P","—x ] P, 00 I 11 1 00
Q;z—llo 1 0007 10 1 00 )
P¢, disparait car 10M00=0. On calcule donc R,,(Ps,/Q,) ce qui donne
N 1 11 1 00
sz(Px,/Qx,) = X1 1 0 T 0 0
sur lequel applique 7,
fé -5 0 Pz, 5 0 1 11 1 00
Qi o100 % ! 0

X X3 est implicant premier avec I’étiquette 1 0 O donc pour la composante ¢,. On a
donc pour couverture irrédondante

@1 = X X3,
q)2 = xl;
P3 = Xp.

1V-CONCLUSION

Les deux algorithmes présentés ici ont pour atout de ne générer que les implicants
prémiers nécessaires, a I’obtention d’une base irrédondante, les autres étant ignorés.
De plus leur programmation ne nécessite au maximum que le double de ’emplace-
ment mémoire nécessaire aux données, ce qui, pour un probléme de taille importante,
est un trés puissant avantage.

Abstract

In this article we introduce a modification of the recursive operator [4]. We
prepare an algorithm which with the help of the recursive operator determines
a nonredundant covering of a partially defined Boolean function given in disjunctive
normal form. This Boolean function is given by its implicants where the function
takes the value 1 resp. 0.

By a transformation of the recursive operator we extend the algorithm to
determine an irredundant covering of multiple-output functions. In this case the
function F={g,, @,, ..., ¢} is given by their true and false minterms.

The flow-chart of the algorithms can be found in the paper and the procedures
are illustrated by several examples.
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Pe3rome

B crate MBI HamHIieM MoAuGHKAIMIO PEKYPCHBHOro omepaTtopa [4]). PaspabaTesaem anro-
pHPM KOTOPBLLII C NOMOLIbIO PEKYPCHBHOIO ONEPATOPAa OMpEHAENAeT TYIBIKOBOE NOKDLITHE HE
MOJILHOCTIO ONpeAeIeHHBIX QYHKUMA NaHHble B JIM3IOHKTHBHOM HOpManbHOM dopme. D1H byne-
Bhle OYHKLUHH OmpeleseHbl Yepe3 UMIUTHKATHH rae QyHxuus paBHo 1 mwm 0.

IMocne nepepabOTKH peKypCHBHOTO OUEPATOpa PACIUKpseM aaropudM 4TOOBI MPHCIOCOOHTH
€ro NI OTIPEHCJICHHA TYMBIKOBOTO TOKPBITHA MHOTOBBIXOAHBIX (PYHKLHWH B TaKOM cirydae KOTIa
F={g:, 02, ..., ¢,n} NAHHAA Yepe3 Te TOUKH rae 3TH yHxumu pasuel 1 wm 0. B crate narores
Gro4HbIe CXeMBl aNTOpPHPMOB M pa3paboTaHO HECKONIbKO 3afay C MOMOLObI ITHX anropudMoB.
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