
Описание одного класса предельных распределений в 
одноканальных приоритетных системах 

Э. А. Д а н и е л я н 

1°. Бурное развитие вычислительной техники предъявляет к современной 
теории массового обслуживания новые требования. Дело в том, что математи-
ческие модели прохождения программ на ЭВМ являются грубыми прибли-
жениями и поэтому не могут целиком опысывать реальные процессы, возни-
кающие при обслуживании вычислительной техники. К тому же, точные резуль-
таты, получаемые даже для простых систем, порой настолько сложны, что 
часто малопригодны для практических применений. 

В теории приоритетных систем почти все точные результаты получаются 
в терминах преобразований Лапласа—Стилтьеса (ПЛС). Однако на практике 
удобнее оперировать их обращениями, получение которых представляет собой 
трудную задачу. 

Настоящая работа посвящена обращению точных формул для совмест-
ного предельного распределения времен ожидания в следующей приоритетной 
модели. 

2°. В одноканальную систему массового обслуживания с ожиданием 
поступают независимые пуассоновские потоки 1-вызовов, ..., r-вызовов. При 
фиксированных функциях распределения (ФР) длительностей обслуживания 
с конечными первыми двумя моментами, в терминах ПЛС в условиях крити-
ческой загрузки в [1] получен класс предельных распределений для вектора 
стационарных времен ожидания в случае дисциплин абсолютного и относитель-
ного приоритета. Работе [1] предшествовали работы [2, 3]. 

В [1] вопрос обращения многомерных предельных распределений решен 
полностью лишь при г=3. 

Пусть и>,(/=1, /-)-стационарное время ожидания ¿-вызова, да-загрузка 
системы 1, ¿-вызовами (1-вызовами, ...,/-вызовами) и существуют пределы: 

с,- = lim С;(С; = Q i j Q i = l~Qn, во = !)• erlti 

Из индексов 1 , г выделяем те и только те 
для которых сР (=0(г'=1, т), и разобьем потоки на группы Pt = {j: pi-^j^pi), 
Pm + \={j-j>PmY 
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Тогда [1] существует предел (o r ltl) 

m + 1 
lira Р {wj < xj 0 = 1, г)} = П Um P{wJ < xj U € />„)}> (1) 

П = 1 

где W* = WJ (_/€ Pi), W* = WJ/MWJ ( Д РГ), М-знак математического ожидания, а 
предельное распределение одно и то же для дисциплин относительного и аб-
солютного приоритета. 

Настоящая работа посвящена описанию процедуры получения предельных 
распределений групп Pt ( / ' s2) и основана на том, что в [1] lim P{w*j />,)} 
зависит только от констант су группы Р,. 

3°. В силу вышесказанного, с целью нахождения [1] предлагается изучить 
случай-дисциплины абсолютного приоритета с дообслуживанием и упростить 
систему изменениями начальных данных, сохраняющими в пределе неизмен-
ными отношения «недогрузок» cf для данной группы. 

Пусть группа фиксирована и содержит к потоков, с константами =0 , 
с 2 > 0 , ..., ск=~0. Программа упрощений такова. 

1. Приравнять нулю параметры потоков из последующих групп. 
2. Потоки предыдущих групп объединить с первым потоком нашей груп-

пы и считать первым потоком нашей группы, что не меняет константы нашей 
группы. 

3. Длительности обслуживания всех вызовов считать показательно рас-
пределенными с единичным параметром. 

4. Положить 

^ = tö-i= 1, CI = ct...c„ i— 2,k\ Q = l - a O , 

где о, -параметр г'-го потока нашей группы. 

Тогда предел отношений «недогрузок» равен (еЮ) 

l im (1 —<7г)/(1 —<7j_i) = CI (сг; = flj+...+а,-, i = 1, к, a0 = 0, а = ak). 

Изучим полученную приоритетную систему. 
4°. Пусть рк(п) (п— (п1г ..., нестационарная вероятность наличия в сис-

теме в момент t 1-вызовов, . . . ,п к /с-вызовов; 

pk(z) = 2 PkWzl1... zn
k
k z = (Zi, ..., zk). 

Введением дополнительного события выводим 

Pk{z){[a-az]{+\-z^} = (1 — — zk
v) + 5 4 ( 0 ^ ) ^ - z / 1 ) , (2) 

J = 1 

где 

[a-az]{=. ¿ ( f l . - i . z j , (0>z) = (ß, . . . , 0, z ; + 1 , . . . , z r) . 
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Из (2) находим (г \=(г ь ..., г,)) уравнение 
/ 

= (1 - с т . ) ( 1 2 - г / 1 ) , 

правая часть которого не зависит от гг. Подставляем его в левую часть 

= <рк1 = (Ътд-1• +1 + [ а - a z f u x - 1 + [а ?+ 1) 2-4<г,}, 

откуда следует уравнение для Рк(0', z), которое позволяет из (2) вычислить 
Pk(z): 

Pk(z) = (3) 

Из (3) вытекает формула (7=1, к — 1) 

= ^ A ( z j í l z ) , (4) 
где 

Rj = Zj{aj-(TjZj + [a-az]kj +1)-1 = ДД2,). 

5°. В дальнейшем вектор (• ¡, ..., • обозначается ~ * к . 
Положим 0'= 1, к; s-t 

(s,) = М ехр | - 2 si > mki («;) = М ехр | - Д Sj w^J, 

где Wj-условное стационарное время ожидания /-вызова при условии прек-
ращения с момента ее отсчета поступлений, а ^-безусловное. 

Ясно, что (Z = 1, к; si s 0) : 

cöuW = М е х р í - 5 « w ; - 2 sw(vvJ.-vvJ._1)}= Рк(и\и) 
l j '=Í+i J 

где 
s{íi=si + ...+sk,ui = (l+s{íi)~1. 

В силу (4) 
<öki(h) = TiCs®) • Г2(3»). <öw+1(3i+1), (5) 

где 

T1(sM) = Ri+2(Üi+1)/Ri(ui), 

T2 (s{i>) = (щ-сры(щ+гЩщ+1-(pki(üi+1)). 
Можно показать, что ( /=1, к; s^O) coki(Si)=cöki(ai), где а1 ; ...,ак за-

даются рекуррентно 

ai = Si + a2, ос; = y^-Cyi-tCsi + yt+i)-)' Ук+1 = °> Л* = tt+ife + jtf+i)-
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Здесь 

Тогда на основе (5) получаем — 1) 

(3,0 = (а,) • Т2 $})<ок} + ! ( х , - + ( 6 ) 

6°. Для вычисления пределов \ \ m P { w j | M w j < x j ( J = \ , к)} вводим обозна-
чения (а6 (0, 1); У =2, А:): 

Л ( 0 = | f t + j - j , Л . (О = e f + ( 1 - e ) J (0 , s | = Cj-s,., 

W{1> = S l + W<2>, w « = Cy_i J (si + i;J + 1), w{*+1> = 0, Wj = w<-»-wi-''+1>, 

где vm(m = 3,k) определяются рекуррентно 

«m = c m _ i ^ e m . 1 ( s * + ü m + 1 ) , t ) t + 1 = 0. 

Полагая sf=siIMwi> произведем при <?Ю выкладки ( f = l , к; j=2, к; 

M\VX~ Q 1. M\Vj ~ (Cy-i • CjO2) 1, 

yj+i(ßj+1) = c 7 - i e 2 ^ + i ( l + o e ( l ) ) , a 7 = <Xj(ßj) = ovvW (1+0,(1)), 

I i = t+l > 

Приведенные асимптотические соотношения позволяют установить су-
ществование пределов: lim Tj(af) (j= 1, 2), причем 

w (i+1> + (c,/2) + i ^ T . 
' = Ш) lim Tx (а,-) • r 2 (a f ) = — , = /¡(s;), (7) 

et« wW + ( c~/2)+l/^ + (c?/4) 
где 

<7;= J c,- i ( l -c>wM. 
j = i + i 

Наконец, обозначив <öti(s,)=lim c%(sf), получаем 

äkj (Sj) = I j (ßj) • 6>kJ + j (Sj + ,)• 

Таким образом, вопрос получения предельного распределения группы 
сводится к вопросу обращения функций Ij(sJ) (J=l, к), выписанного в (7) 
в терминах величин w{j\ 
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7°. Произведя переобозначения 

^•+1} л? и<М-ш< ; + 1> 
, V,- = (1 - с Д я,- = ~ 

О 
получаем 

оо 

/ ; = / ¿С;{х), (8) 
о 

где 

С ; « = ехр { - х (А,+-1 + ] / Д V , - + 1 ) } . 

Воспользовавшись формулой обращения (23.91) из [4] 

е-и]/м — Г е-^Ч* (и, V) (IV, У (и, V) = — е х р ( - и2/4и), 
X IV у от 

имеем 

С , ( * ) = / Е - / 2 Е Х Р | - [ И} И) ЙЪ, 

что путем преобразований сводится к многомерному интегралу 

С,(х) = V 1 / . . . / е х р | — "¿¡.АхО, >*)«*„. . . с1 1 к {е- х , 2 ~^} 
0 0 ^ •» = ' -1 

где 
г 1, и > 

Подставляя последнее выражение для С((х) в правую часть (8), после за-
мен =<,• + *, с,„1х=?,'_1 с использованием равенства полу-

/,. = / . . . / е х р { _ 2 А ^ Н " <Ф(1,) , 

где 

Произведено обращение 1} при условии, что параметрами П Л С служат 
величины X] ( / = ; , к). 

чаем 
V 
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8°. Обратим /,-, считая параметрами ПЛС ( у = ' + 2 , к). 

После несложных преобразований находим 

Ь = / • • • / ехр { - 2" г ехр { - 2" У; г у} Фх ( 2 , ) ^ . . . ¿г*, 
О О 1 ' = ' -1 . 1 J = l ' 

где 

,1х = 0 у=0 •/ = ' V Л 

Ых{е-ЪхЮЧ'(с1х, \>Г1У)}<1у. 
9°. Так как 

V, = • + + . { | / + 1 + У } = С}{ 1 - С Д ^ = С*), 

то 

е х Р { - Д = / •••/ е х Р { . Д х V} 0 -х} фг(2м г,)-

ехр { - % -
I ^=i л 

где 

В силу (9) просто проверяется, что 

ехр { - 1 г,- г , ] = Мех р { - 1 , 

где вектор-процесс 

определяется рекуррентно следующим образом 

= (0, + 1 (?,<»> (*,)))+ 

Здесь Ж(+1(11+1) не зависит от 

имеет плотность Фг(5,-, г,) 
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Последнее влечет за собой следующую рекуррентную связь 

Л/(2,-; = J й1к / . . . / А л. ...; ..., 
( к = 0 о о 

где 

откуда выводим 
°° Г Г к 1 

О О I- = ' J 
Здесь 

ФзШ = / • • • / Ф 1 < А - х , К г . . -х , . ; х,). 
о о 

Процедура обращения полностью обрисована. 

Description of a class of limit distributions in single server priority queues 

E . A . DANIELIAN 

In a single server queuing system with waiting room r streams of customers are arriving. It is 
supposed that the first two moments of the serving distribution functions are finite. 

Let №¡(7=1, r) be the stationary waiting time of the i-th stream's customers, and gtl be 
the traffic intensity of customers of the first / streams. 

It is known that in the case of FIFO and LIFO priority disciplines and e^it l the joint distri-
bution function of Wi(i = l , r) under some normalization has a limit, which is found in terms of a 
multidimensional Laplace—Stiltjes transform. 

In the paper a procedure for finding the corresponding multidimensional distribution function 
is described. 
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