'Versuch einer automatentheoretischen Beschreibung.‘
von Selektionsprozessen

Vbn K. BELLMANN und M. GOSSEL -

Wir betrachten eine Population P von Individuen mit einer beliebigen mefbaren
Elgenschaft x. Die Phanotypenwerte seien etwa normalvertellt M]t X bezeichnen
wir das Populationsmittel von x.

Zur genaueren phinomenologischen Beschreibung von Selektlonsprozessen

werden zweckmiBig die Begriffe “Selektionsdifferenz” S(t)) und “Response” R(t)

B benutzt die durch

O

S@) = () — A(f)

R(tl) - x(tt+1) x(t)

deﬁmert sind. Dabel sind X(t;) der Mlttelwert von x in der i-ten Generatnon der
~ Population, Xg(#;) der. Mittelwert von x der aus der i-ten Generation selektierten
~ Eltern, und ¢ charakter151ert d1e diskrete Zeit, die durch dle Generatlonsfolge ge-
© geben ist. ,

Wir benotlgen noch die GroBe R(r,), die durch

2 - Rw= x(tl+1)—’C(to)

definiert sei. R(¢)) stellt den Gesamtresponse von der O-ten blS zur zten Genera-
“tion dar. :
“Aus (1) und (2) folgt unmlttelbar

- 3) PR R(rk)—ZR(r,)

. und damlt auch R(zO) R(ro\ (, gibt den Endpunkt des Selektlonsprozesses an.)

Wir befrachten im folgenden den SelektlonsprozeB als Ganzes und schlieen
dabei auch Intervalle ohne Selektion ein, fiir die S(z;)=0 gilt. Relaxation der
Selektion ist also ausdriicklich zugelassen

Wenn durch den ZuchtungsprozeB ein moghchst groBer Mittelwert x angestrebt
wurde, vermindert sich X im allgememen ohne kiinstliche Selektion im Verlaufe -
der, Zeit. Dieser Prozel wird im folgenden als Selbstreduktion von- P bezeichnet.

- Die Anderung des Mittelwertes- X von. Genera’uon zu Generation wird durch
zwei sich iiberlagernde Prozesse bestimmt:

1. Verinderung von X durch kiinstliche Selektion (d.h. S=0).

2. Verdnderung von X ohne (kunstltche) Selektrion, d. h..durch Se]bstreduktlonv
(d.h. S 0).
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Wir setzen voraus, da3 sich beide Prozesse linear iiberlagern. Nach diesen
Vorbereitungen soll der Selektionsprozel von einem abstrakteren Standpunkt aus
untersucht werden, was uns zu einem automatentheoretischen Modell dieses Pro-
zesses fiihren soll. Eine Folge von Werten S(¢;), die auf das System Population
als Input einwirkt, verursacht eine Folge von Werten R(¢;), die die man als Output
des Systems ansehen kann, wobei wir, wie oben erldutert, ¢; als diskrete Zeit des
Systems auffassen. (Das Vorgehen in der praktischen Ziichtung besteht darin, da8
eine bestimmte Anzahl Generationen lang eine Selektion bestimmter Intensititen
durchgefiihrt wird. Danach erfolgt die Nutzung ohne Selektion. Ein solches Vor-
gehen wird durch eine Inputfolge C,C,...Cx000... beschrieben. Dabei sind die
C;(i=1,2, ..., K) die entsprechenden Selektionsintensititen.) Eine derartige Input-
Output-Beziehung wird mathematisch addquat durch einen abstrakten Automaten
beschrieben.

" Wir betrachten hier wegen der vorausgesetzten linearen Uberlagerung der unter
1. und 2. aufgefiihrten Prozesse einen Spezialfall des abstrakten Automaten, den
linearen Automaten [2, 3, 5]. AuBerdem konnen wir uns auf eindimensionalen Input
und Output beschrinken, da Selektionsdifferenz und Response skalaren Charakter
haben.

Ein linearer Automat wird durch d1e Uberfuhrungs und Ergebmsfunktlon

z(t;.1) = Az(t) +Bx(t)

C)) .

’ y(t) = Cz(t) +Dx(1)

. beschrieben. z ist ein n-dimensionaler Zustandsvektor, x ein eindimensionaler Input
(vektor), y ein eindimensionaler Output (vektor). A, B, C, D. smd Matrlzen ent-

sprechender Dimension mit konstanten Matrixelementen.

Die Uberfithrungsfunktion bestimmt: aus dem Zustand z(t;) und dem Input
x(t;) den Folgezustand z(t;,,). Die Ergebnisfunktion bestimmt aus dem Zustand
z(t;) und dem Input x(#;) den zugehorigen Output y(z;). Die Dimension n des Zu-
standsvektors heift duch die Dimension des linearen Automaten.

Der Zustand z(r ) ist durch den Initialzustand z () und die auf den Automaten
wirkende Inputfolge x(t,), x(ty), x(t,), ... durch .

j=1

®) )= Afz(ro)+2 A1 Bx (1)
i=0 e
bestimmt.
Fir den Output gllt entsprechend
. Jj
© y(t,-) = CAJz(to)+;(; M(t;_ ) x (1)
mit .
D fir k=0

M(1) = {CA"“B fir k=0

Ist die Dimension » des Automaten endlich, dann gibt es eine endliche Zahl r=n, so
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" daB fiir alle m _
7 M(fpsrs1) = GM(fns) + 8M(py2) + -+ My,

giiltig ist. .
- Der Wert von r kann aus der Folge der Matrizen

M(r) M(t) M)
M(t,) M(fa) M(1,)
M(r;) M(t) . M(t5)

als der groBte Rang entnommen werden, der einmal erreicht, bei Fortfiihrung der
Folge erhalten bleibt.

: Dije Kenntnis der Beziehung (7) erlaubt, expllzlt eine Reallsxerung des linearen
Automaten anzugeben. (Mmlmlerungsprobleme bei linearen Automaten, auf die
" wir hier nicht eingehen, sind ausfiihrlich z.B. in [2; 4] untersucht.)

Eine moghche Reahsxerung ist durch

M(1) Mty

® MO |y @ M

M(n)

o1 0..0]
, 0.0 1..0 M)
o) Ao |0 0 0.0 5o |M®
00 0 R
10 O O3 ..., M(z,)

cC=1|1 0 0.:0] D= M(,
gegeben.
Befindet sich das zu reahs1erende System im Initialzustand z(zy) = 0 so ist M(t,)
nach (7) als (Impuls-) Antwort auf die Inputfolge 1000 ... bestimmt. Auf die
Folge C,000 ... antwortet das System mit C;-M(t,) (C, gibt wieder die Selektions-

. intensitdt an).

Auf die Inputfolge 0000 ... reagiert das System vom Initialzustand z(#,) =0
mit ‘dem Output 0000 ..., wie man ebenfalls’ unmittelbar aus (7) abliest.

Wir nehmen an, daB sich das- System Population zundchst im genetischen
Gleichgewicht befindet. Der dem System zuzuordnende Initialzustand ist dann
z(%)=0, da die Population in diesem Falle ‘auf die Inputfolge der Selektions-
..differenzen 00 00 ... mit der Response-Outputfolge 0000 ... reagiert. Um in ein-
facher Weise das Modell fir das.genetische System bestlmmen zu konnen, ist das
Verhalten der Population auf die Inputfolge C; 000 ... zu untersuchen. Ist dann
das Modell. bestimmt, so 146t sich.eine Reaktion auf eine beliebige, etwa praktisch
. vorliegende Inputfolge vorhersagen. Die Response-Impuls-Antwort R;(f,) erhalt
man, wenn man auf-die Population die Sélektions-Inputfolge 1000 ... einwirken
1aBt. In der Praxis sind verschiedenartige Response-Impuls-Antworten mdglich.

Wenn wir von zufilligen Mutationen absehen konnen ist R;(t,) eine- monotone
nicht wachsende Funktion mit : .

R (1) 0.

k—r oo

D.h. die Anderungen des Populationsmittel von Generation zu Generation ohne
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weitere Selektion werden immer geringer. Es scheint sinnvoll, R,(z;) durch

fur k<j

. b,
(10). ' R,(t) = { bye2=i) . fiir kz=j

Zu approximieren.
Die Beziehung (8) nimmt dann fiir alle m =0 die Form

() Ri(tmsj+) =0-Ri(tns ) +0-Ry(142)+ -+ +0°Rl(tm+j‘-l).+e_a'Rl(’m-*—j)

an, und aus (10) und (11) erhalten wir

01 0.0 Abl"
_ 00 1.0 | o |
12 Aol B
00 0.1 :
0 0 0 L6

C=[1 0 0..0 ] D = b,.
Da R,(t,) eine monotone nicht wachsende Funktion ist, gilt fiir k=0 ,

. b=0,
wenn b, =0 ist. '
Ein Beispiel ist in [1] betrachtet. .
Herrn Prof. Dr. W. Kdmmerer mochten wir fiir Diskussionen herzlich danken.
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Zusammenfassung. Es wird ein Selektionsprozefl als linearer Automat beschrieben.
Abstraci. The process of selection is considered as a linear automaton.
Pésioste. PaccMaTpuBaeTCs CeleKLMOHHBLA HPOUECC KaK JMHEHHBIN aBTOMAT.
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