Quasisequentielle Funktionen

Von G. WECHSUNG

Die Arbeit stellt einen Beitrag zur Theorie der Wortfunktionen dar. Unter
einer Wortfunktion Gber dem Alphabet X verstehen wir eine eindeutige Abbildung
der Wortmenge X * in sich. Eine Wortfunktion.f heiBit sequentiell [2], wenn sie die
Anfangswortrelation invariant 14Bt, d. h. wenn gilt

YuVYo(u, vEX*/\u S v~ f(u) S f(v).

Hiufig beniitzen wir die Sprechweise ,,sequentielle F unktlon fiir ,,sequentielle Wort-
funktion®’,

Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist eine Beschreibung der Halbgruppe i
der lingentreuen sequentlellen Wortfunktionen iiber einem Alphabet X durch den
projektiven Limes einer projektiven Familie endlicher Halbgruppen ([3]). Eine nahe-
liegende Verallgemeinerung dieses Zugangs liefert abzihlbar viele verschiedene Klas- -
sen lingentreuer Wortfunktionen, die im allgemeinen nicht mehr retrospektiv sind.
Dabei wollen wir eine Wortfunktion f retrospektiv nennen, wenn gilt: Ist f(x, ... x,)=
=J;...¥a» SO ist y; hochstens von x,, ..., x; abhingig (fir jedes i=n). Die neuen
- Funktionen erscheinen als Morphismen einer bestimmten Funktorkategorie und sol-
len wegen starker Analogien zu den sequentiellen Funktionen, die im 2. Abschnitt
ausgefiihrt werden, quasisequentiell genannt werden. Unter diesen spielen die Klas-
sen der sogenannten f-sequentiellen Funktionen eine Sonderrolle, weil sie beziiglich
der Substitution Halbgruppen bilden, die zur Halbgruppe der sequentiellen Funk-
tionen isomorph sind. Hinsichtlich des Berechnungsverhaltens unterscheiden sich
die quasisequentiellen Funktionen jedoch von den sequentiellen. Dies zeigt insbeson-
dere der Satz 6, der den Grad der Nichtretrospektivitit der quasisequentiellen Funk-
tionen genau beschreibt. Eine ausfiihrliche Untersuchung der Berechnung quasi-
sequentieller Funktionen und der dazu nétigen Automatentypen soll in einer wei-
teren Arbeit erfolgen. Der 3. Abschnitt ist den gegenseitigen Beziechungen verschiede-
ner Klassen quasisequentieller Funktionen gewidmet. Die von der Menge aller
quasisequentiellen Funktionen erzeugte Halbgruppe (Q der sogenannten quasi-
sequentiellen Funktionen im weiteren Sinne erweist sich als freies. Produkt der
Halbgruppe der sequentiellen Funktionen und einer. Gruppe P von gewissen Wort-
permutationen.
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Bezeichnungen

Nz=Menge der natiirlichen Zahlen (einschlieBlich der 0); X ist ein endliches
Alphabet; |w| ist die Linge des Wortes w; < ist die Anfangswortrelation (uSv=
=pes IW(uw=1)); e ist das leere Wort;

Xr={wiw=x ... X, Axp, ., %, €X}; X°=le};

id ist die identische Abbildung von Nz auf sich bzw. von X* auf sich (Verwechslungcn

kommen nicht vor);
fog(®) = g(f(x)

= {¢: t allgemein rekursive Funktion von Nz in Nz/\Vn(nENz —:'lét(n)én)‘}.

1. Quasisequentielle Funktionen

Wir verwenden den Begriff des projekﬁVen (inversen) Limes einer projektiven -
Familie (vgl. [1]). .

Def. 1. H=[{H,;: € A}, {of: ), n€ AAp=2)]heibt prO_]thlVC Mengenfamlhe =Def

a) A ist bezughch = von unten gerichtete Menge.

b) Jedes Hj ist eine Menge.

¢) of ist eine eindeutige Abbildung von H, in H, fiir u>,1 und es gilt: ol ist
die identische Abbildung von H, und -

. A
akoay, = of.

Unter einem Faden versteht man eine Familie {x;:A¢ A} mit x,¢ H, und
af(x,)=x, fir u=1. Die Menge aller Faden heiBt projektiver Limes von A und
wird mit lim H bezeichnet. Sind alle H, Halbgruppen und alle o4 Homomorphismen,
so spncht man von einer projektiven Halbgruppenfamilie.

Im Falle einer projektiven Halbgruppenfamilie wird der projektive Limes eben-
falls eine Halbgruppe, wenn das Produkt zweier Fiden komponentenweise (durch die
jeweilige Halbgruppenmultiplikation) definiert wird.

Um die quasisequentiellen Funktionen deﬁmeren zu konnen stellen wir einige
Hilfsbegriffe bereit.

Def. 2. Fir 1=k=n+1 definieren wir die Abbildung (IT,)2+? von X”+1 auf
X" durch
(T3 (Xy o Xp41) =per X1+ Xko1Xps1 --- Xn+1-

Aus Bequemlichkeitsgriinden lassen wir manchmal die Indizes n und n+1 weg.

Def. 3 ’
1. Essei 1€ §. Mit F, bezeichnen wir die projektive Mengenfamllle [{X*:ne Nz},
{(ar)n m,n€ NzAm = n}] mit (%) =per (_HI m)m—10 o (I (n+1))n , ()m=id.
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. 2. F sei die Kategorie mit der Objektmenge {F,:t€§}, ‘deren Morphismen
folgendermaBen definiert sind: (fy,f1, -..) € Hom (F;, F,)=p.s
a) Fiir jedes n€ Nz ist f, eine emdeutlge Abblldung von X" in snch

" b) Das Diagramm
X,,;@(m}-l))n X"+1 e

i [f

Fo: ... .__)‘(n ‘M))EXH.I._
ist kommutativ.

Bemerkung. % kann als Funktorkategorie einer geelgneten Kategone in die
Kategorie der Mengen aufgefal3t werden.
Die Morphismen von & bilden den Untersuchungsgegenstand der vorliegenden

© Arbeit. Ist (fy, f1, ...) €Hom (F,, F,.), 50 ist f=p¢ U /i eine eindeutige langentreue,

Abbildung von X* in X*, aus der die Folge (fo,fl, ...} durch £, = pi(f) =pes SN
NXIX XY zuruckgewonnen werden kann. Diese Wortfunktlonen die mit den Ele-
menten von Hom (F,, F,) identifiziert werden koénnen, sollen (z, t)sequentlell ge-
nannt werden. Weiter legen wir folgende Sprechwelsen fest. -

Def. 4. Sy =pet Klasse aller {t, t")-sequentiellen Wortfuriktionen. Ist f€ S,
so nennen wir {t,¢’) den Typ von f. S,=p. S, ist die Klasse der r-sequentiellen
(anstatt {z, r)-sequentiellen) Funktionen. s heilt quasisequentiell=p3¢3¢°(¢, t7 € FA
A€ Sy).

Leicht- ergibt sich der’

Satz 1. Fiir Jedes e ist [S;, o] eine Halbgruppe [Sig, o] ist die Halbgruppe
der langentreuen sequentiellen Funktionen iiber X.

, Beweis. Die erste Behauptung gilt, weil Hom (F,, F,) eine Halbgruppe ist. Die
‘zweite ist aus [3] bekannt. Wir bemerken, daB3 [S,, o] auch fiir nichtrekursive ¢ eine
Halbgruppe ist. Da wir jedoch nur berechenbare Wortfunktlonen betrachten, blelben
solche 7 unberiicksichtigt.
Wir erwithnen nun einen Satz, der entscheldenden AufschluB uber die Struktur
der Elemente von S, glbt '
Setzt man

" Ser,n =pet {1 31 (S €Sw APu(S) = B)} (gHom('X", X))
un
(Htt )n+k(f;s+k) =petSns falls ein fEStt eXIStlert mlt f;x+k = Pn+k(f) und f;r Pn(f)
so gilt

Satz 2

1. 6, =pet [{Su, n:n €Nz}, {(H,, Yotk n, k¢ Nz}] ist eine projektive Famlhe Im
Falle t=¢" handelt es.sich um eine pro;ektlve Familie (endlicher) Halbgruppen.

2. S, =lim &, (mit 11m &, bezeichnen wir den projektiven Limes von 6,,)

Der Bewels wird wie in [3] gefuhrt
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Da offenbar (vgl. das obige Diagramm) (I1,,.)a_1([u, v])=[11, () (), T, (y (V)] ist;
kann Satz2 folgendermaBen anschaulich interpretiert werden: Streicht man im
Argumentwort x;...x, der quasisequentiellen Funktion f(x,...x,) den Buchstaben
Xy, SO entsteht der zugehorige Funktionswert aus f(x;...x,) durch Streichen des
t’(n)-ten Buchstaben. Damit haben wir bereits eine deutliche Vorstellung von der
grundsitzlichen Beschaffenheit der quasisequentiellen Funktionen.

Die Bedeutung von Satz 2 besteht darin, da das Studium von S, auf die
Untersuchung der endlichen Mengen S, , zuriickgefiihrt wird. In [3] sind fiir den
Fall r=¢"=id algebraische Eigenschaften der endlichen Halbgruppen S, , auf den
projektiven Limes, d.h. auf die Halbgruppe der sequentlellen Funktionen iiber-
tragen worden. Nach Satz 4 der vorliegenden Arbeit gelten jene Uberlegungen auch
fiir beliebige S,.

2, Eigenschaften der quasisequentiellen Funktionen

Die quasisequentiellen Funktionen k&nnen durch eine Reihe weiterer Eigen-
schaften charakterisiert werden, die gegeniiber der einfithrenden Definition den Vor-
zug groBerer Anschaulichkeit haben.

~ Wir setzen II; =p; U (I1,(n)s_,. Damit kénnen wir die Definition der quasi-
n=1 B
sequentiellen Funktionen in niitzlicher Weise umformulieren:
Satz 3. f¢€ S, genau dann, wenn gilt IT,of = foll,..

Beweis. Die genannte Bedingung ist offenbar gleichbedeutend damit, daB die-
zu f gehorige Folge (fy, f1, -..) zu Hom (F;, F,)) gehort. Das ist aber 4quivalent zu
feS,. . .

Als Folgerung aus diesem Satz registrieren wir das

Lemma 1. Ist f€ S,»und g€ S,.,», SO ist fog€ S,n.

Beweis. Aus Il,of = foll, und Il,og = goll,. folgt M,ofog = foll,,og = .
= fogoll,.. Lemma 1 ergibt sich auch unmittelbar aus : '

Hom (F,, F.)o Hom (F,., F..)=Hom (F,, F,.).

Fiir das weitere Studium der quasisequentiellen Funktionen sind sogenannte
Wortpermutationen- von Bedeutung. :

Def. 5. Eine Wortfunktion s heiBt Wortpermutation =p Fiir jedes n gibt es
eine Permutation ¢, von {l,..,n} mit VYaVx,..Vx, (nENz/\xl, ey X, €X —
= (X X)) = X 1)Ko (n)- S heiBt die zu {o,:n€ Nz} gehérige Wortpermutation.

Lemma 2. In jedem S,,. gibt es genau eine Wortpermutation s,,..

Beweis

1. Eindeutigkeit. Wir zeigen: Sind s und § Wortpermutatlonen in S, so gilt
s=§. Dazu beweisen wir 5,=35, (s =p.(5), 5 —p,,(s)) durch Induktion iiber n.

a) s;=id,=3;.

b) Sei s,=5,. Damit gilt nach Satz3 fiir [w| = n+1

Hl’(n‘+1)(sn+1(w)) = sn(nr(nn)(w)) = §n(Hl(n+1)(w’)) = Hl'(n+1)(§n+1(w))‘ (1)
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Es sei 5,41(W)=X,,,, @) Xo, 1 (a1 UNd §ppq (W)= Xgpr1 (D) X, 11(n+1) Wegen (1)
folgt 6,,1(i1)=0,+,() fur i#Zt’'(n+1). Da o,,,; und 6n+1 Permutationen von

{1, ..., n+1} sind, folgt hieraus auch O (4 1) = Gopn(t (n+1)), d. h. 5,4,=

- sn +1-
2. Existenz. er setzen

Def. 6. 6, (1) =pe 1 .

| o), falls i< t(n+DAa,G) < t(+1)

1+0,(0), "falls i<t(n+DAe, (i) =t(n+1)

0,(i—1), falls i> t'(n+DAc,(i—1) < t(n+1)

l+0,(—1), falls i>(+DAg(i—1)=1(n+1)
t(n+1), falls i=1+t'(n+1).

<7n+1(i) =Def

Die zugehorxge Wortpermutation werde mit s, bezelchnet

Mit Hllfe von Satz 3 zelgen wir, daB Sy ZU St, gehort. Denn emerselts gilt nach
Definition von 0,4, .

Hr’ (n+1)(5ir’(x1 eee xn+1)) = xa,.+1(i) v X1+ D - DX oy 1 (C(n+ 1) 1) o+ xo,.+‘1(n+1)
Xon(D)4er - Kol (4 D=1+t (n s 1y -1 K@ a ¥ D) e/ (1) = Xonn) +en

: 1 falls o,() = t(n+1)
&= 0 sonst.

mit

Andererseits ist
Stt’(nt(n+l)(x1,"‘ xn+1))_= Sy (31 o Xt -1 X+ +1 v Xyg1)-

Hieraus folgt mit der voriibergehenden Umbenennung
V1 =Detf X1» "'$yt(n+1)—1 =Del xt(n+1)—17~yt(n+1) =Def xt(n+1)+1’

<3 Vn TDet Xnr1l = ya,.(l)"'ya,,(n):

woraus sich durch Ruckbenennung der y; unter Benutzung der eben elngefuhrten
g; ergibt
Sn’(Ht (n+1)‘(x1 xn+l)) = Xop(1) 46 - xa,,(n)+s,.'

Damit haben wir ,
Hr'(n+1)(snj(x1 xn+1)) = Stt’(Ht(n+1)(x1 e xn+1))’

also I1,0s, = sy 0Il, und nach Satz3 s, €S,
Als einfache Folgerung aus der Definition 6 notieren wir

Lemma 3. s,,=id genau dann, wenn ¢=¢’ ist.
Hieraus ergibt sich

 Lemnia 4. Es ist sg1= 5.
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Beweis. Nach Lemma 1 gehort die Wortpermutation 's,,.05,,, zu S,. Demnach
ist nach Lemma 3 _s,.0s,, = id. Ebenso erhdlt man s, 05, = id, woraus die Be-
hauptung folgt.

~ Wir sind nun in der Lage eine zwelte Charakterlslerung der Funktionen aus
S,,» zu beweisen.

Satz 4. f¢ S, genau dann, wenn es eine sequentielle Funktion ¢ gibt mit
f= sxido¢osidx'- .
Beweis

1. Es sei @ sequentiell. Dann gilt fiir ¢ die Beziehung I],,o<p = ¢oll, (nach
Satz 1 (zweiter Teil) und Satz 3). Hieraus folgt

o f = I1,05;0 Q0S4 = 8401130 QO Sy = Srido(l)onidos-idt' =
= 5,40 QO Sy 0 Il = foll,.

Daher ist f€ S,, nach Satz 3.
2. Es sei f€S,.. Wir setzen ¢ = 54,00 8.y und erha]ten

Il y0¢ = Hidosidxofosx’id = sigoll,ofosuyy = sidlofOHt‘ost’id =
= siyofospyolly = @olly.

Daher ist ¢ sequentiell. Nach Lemma 4 erhalten wir f= s“.dAO(pos,-d,f.'
Aus Satz 4 ergibt sich erneut, daf} jedes S, eine Halbgruppe beziiglich o ist.
Dariiber hinaus haben wir die

Folgerung Fiir beliebiges 7€ § ist die Halbgruppe [S;, o] isomorph zur Halb-
‘gruppe [Si4,0] der sequentiellen Funktionen.

Denn die Abbildung 8(¢) =ps 5:4© @ 0 534, ist offenbar eine eineindeutige, beziig-
lich o relationentreue Abbildung von S, auf S,.

Damit Gbertragen sich alle Halbgruppenelgenschaften der sequentiellen Funktio-
nen auf die Halbgruppen §,.

Um weitere Eigenschaften der quasisequentiellen Funktionen angeben zu kén-
nen, definieren wir fiir jedes ¢ eine zweistellige Relation <, auf X™*,

Def. 7. w1 S Wy =pes SiaWD) S Sua ().
Lemma 5. |o| = Jul+1Au S o — ITI,(v) = u.

 Beweis. [o] = Jul+1Au S, v = [o] = [+ 1 Asuq (@) S 5ia(0) = 504 )=
= Hid(sn'd(u)) = Sn’d(nx(")) ~— u = II,(v).

Damit sind wir in der Lage, die iibliche Beschreibung der sequentiellen Funk-
tionen als Homomorphismen der Anfangswortrelati'on auf die quasisequentiellen
" Funktionen zu iibertragen.

Satz 5. f€ S, ~ YuVo(uS,v ~ WS f(v))
Dieser Satz stellt elgenthch nur eine andere Interpretatlon der Aussage von
Satz 3 dar.
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Beweis - .
1. Es sei f€S,.. Dann existiert nach Satz 4 eine sequentielle Funktion ¢ mit

$1ig QP = fO Seria- ' ’ . (2) -

Sei nun u S, v. Nach Definition 7 und wegen der Sequentlalltat von ¢ erglbt sich
(514 () S @ (544 (v)). Wegen (2) erhalten wir -

oSy zd(f(u)) CS,',d(f(b))
‘woraus sich nach Definition 7

, @S, f(v)
ergibt.

2. f erfiille die Bedingung von Satz 5. Da nach Lemma 5 fiir jedes ueX* die.
Be21ehung ,(u)S,u gilt, folgt insbesondere f(I1,(u))S, f(u). Wegen |f(u)| =

= | fI, (u))[+1 folgt wiederum nach Lemma 5 f(IT,(u))= 11, ( f(u)) Alsoist [T,of =
_foH, , und nach Satz 3 ist f¢ S,..

Wird ¢ die Aussage dieses Satzes als Definition verwendet, so kénnen durch Ver-
zicht auf die Langentreue auch mchtlangentreue quasnsequentlelle Funktlonen defi-
niert werden.

Im folgenden Satz geben wir eine expllzlte Beschrelbung der quasisequentiel-
len Funktionen an. Es seien s,;,; und sy die gemaB Definition 5 zu {o,:n€ Nz} und’
{on: nENz} gehorlgen Wortpermutatlonen Sw gehort offenbar zu {r,:n€ Nz} mit
T, = 0,00, :

Def 8 Es sei w=x;...x,. Dann setzen ‘wir
A )
Whnj =Def X5,(1) *++ xa',,(a:,(,i)—l) .
Wenn keine Verwechslungen vorkommen k(‘)'nnen schreiben wir kiirzer w, =W

‘Satz 6. fgehdrt genau dann zu S, wenn es eine eindeutige Abbildung o von
X* in XX glbt die jedem pEX* ein a, EXX zuordnet, so daB fur alle n€ Nz und
alle w= .x, € X" gilt :

f(W) L S (xrn (1)) LT (xr,. (n))
Beweis ’
1. Es sei f¢ S,. Nach Satz 4 gibt es ein sequentlelles @ mit @ = 5,000 Sz

Das bedeutet _ .
' fw) = Sia:'((P (Su'd(W))) = sidr'((P(xa,.q) xo’,.(n))) =
. .= sidt'(¢(xan(1)) (Dxa"(l)(xa,,w)) goxo';,(l)""q,.(n—l) (xd,.(n)))'

Zur Erleichterung'vder Rechnung fithren wir voriibergehend die Abkiirzung y;=
=Dt Py (1) X (i 1)(xt,"(i)) ein. Damit ergibt sich.

JW)=Siar (D1 Y) =Yooy - Yau(m
. f(W) = Prg 1y Xalonm) - 1.) (xa"(a;‘(l)))' o Pxg,(1) % splaniny-1) (x""(";'("))) =

=0y, (x.fn(l)) o Py, (xr,.(n)) (3)

mit den in Definition 8 eingefiihrten w,;. Die im Satz genannte Abbilduhg « ordnet
jedem p-den zugehdrigen Zustand ¢, zu. - ‘
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2. f habe eine Darstellung der in Satz 6 angegebenen Form. Damit verfiigen wir
liber eine sequentielle Abbildung a, die durch a(x; ... x,)=a, (), (xX2) ... ey x._, (X0)
definiert ist. Die Umkehrung der im ersten Teil des Bewelses durchgefuhrten Rechnune
mit « an Stelle von ¢ liefert

f(xl X") = aw,.](xf,.(l)) aw,.,.(xr,.(n)) = sia’t’(a(srid(xl xn))).

Daher gilt f/=s,,,0%05,,., und nach Satz 4 ist f€ S,,..

Zur Erlduterung von Satz 6 geben wir ein Beispiel einer (t, t")-sequentiellen
Funktion an. Die Permutationen g, a,, 1,, durch die wie oben die Wortpermuta-
tionen s,;, S und s,,. definiert sind, seien durch Tabellen gegeben, von denen wir
die ersten 6 Zeilen angeben wollen: '

6|1 23456 o|123456 7|1 23456
11 1|1 I

2121 201 2 2121

3031 2 3131 2 312 31
41312 4 41312 4 41231 4
5141352 5131 5.2 4 5134215 .
61524631 61315246 6453261

In der i-ten Zeile der a-Tabélle stehen von links nach rechts a;(1)... 0;(i). Ebenso sind
die anderen Tabellen zu lesen. ¢ sei eine sequentlelle Funktlon und f= 5,0 Q0 Sye.
Dann ist zum Beispiel

f(x1x2 xG) = (pxsxg(xti)(p(x:':)q)xvsxzx.gxs(xa) M (pX5(x2) (px5x2x4(x6) (pX5ng.|sza(xl)‘

Die Verwandtschaft zur Sequentialitﬁt wird deutlicher bei Betrachtung der Klassen
Sed> Sir> Sy (hierbei sind alle o, bzw. ¢, bzw. 1, die identischen Permutatlonen)
a) Ist f€ Sy, so gilt mit passendem ¢

f(xl see x,,) = (p'(x'o',.(l))q)xan(l)(xa",‘(Z)) cee (p"o',.(l)'""a,,(n—l)(x”"("))'
b) Ist f€ S,,, so gilt mit passendem ¢ ’
f(xl xn) = (le...xa;(l)_l(xa;(l)) ' (pxl...xa:‘(n)_l(xo',;(n))'
¢) Ist f¢ S,, so gilt mit passendem ¢

f(xl xn) = go"o:,.(l)"'xan(o‘;.(l)—l)(xl) (pxc,,(l)"-"a,,(a;‘(n)-l)(x")'-

3. Beziehungen der Klassen S, untereinander

Zunichst beweisen wir den einfachen

Satz 7 Co :

1) Jedes f€ S, mit allgemein rekursiver zugehdriger sequentieller Funktion ¢
(vgl. Satz 4) ist allgemein rekursiv.

2) Nicht jede lingentreue allgemem rekursive Funktion von X™* in X* ist quasi-
sequentiell.
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Beweis ’

1. Da mit¢tund ¢ auch Stid und Siar allgemem rekursiv sind, folgt die Behauptung
aus Satz 4.

2. Die durch

SO o Xpp) = Xono1X9aXsnp -or X2 X1 X oon Xog_3
JX1 o Xonp1) = Xopy1XonXonog oo Xo X1 X3 oo Xog_3Xop_q -

" _festgelegte Funktion f ist offenbar allgemein rekursiv, aber sie gehort zu keiner
Klasse S,,. Denn man prift leicht folgendes nach:. Streicht man einen beliebigen
Buchstaben aus dem Wort x; x,X;x,x; und wendet man darauf f an, so kann das
" entsprechende Bildwort nicht aus f(x;Xx,x;x,x;) durch Streichen eines passenden
Buchstabens gewonnen werden. .

Funktionen, die nicht in S,

Satz 8. Ist t1¢t3 oder 1a#1y, SO glbt esin S
llegen

it

Beweis

1. Fall. Es sei L1, Dann g1bt es ein n mit i =pg tl(n)¢t3(n) =perj. Ferner
sei 1;(n)=k. s,,;, sei durch {o}:n¢ Nz} gegeben. Nach Definition 6 gilt ¢;(m)=1.
Aus (3) (im Beweis von Satz 6) folgt hiermit, daBB der j-te Buchstabe des Arguments
X;...X, von f an wenigstens zwei Stellen in das Bildwort emgeht Dabher ist die An-
gabe einer Funktion ¢ S, ,. so méglich, dal

t1ty
SO X1 X X1 X)= Y1 Ve Y

und fiir xj>=x; - '

’ f(xl X; .. lx Xjg1 ee- n) =V1- Vi Dn

gilt, wobei y, y; wemgstens fiir ein /#k vorkommt DICSCS f gehort mcht U Spe,s

weil sonst einerseits

. f(xl Xj—1Xj41-- X)=IL(yy.. ¥y V)
andererseits aber

v f(xl"‘xj—lxj+1"'xn)=Hk('y;.-'-y;"'y;l)
wire, was wegen IT,(y1...y...v) # i (y1...y[ ... yn) unmoglich ist.

2. Fall. Es sei t,51,. Dann gibt es ein n mit m =p £,(n) =, (n) =pe; k. Wir
Betrachten nur den Fall m < k/\z = t,(n) = j = t3(n). Die anderen Fille lassen sich
analog behandeln. Es sei w=x;...x;... X;... X, mit x;= x;4 ;= ---=X;, so da} II;(w)=
= II;(w). Die Funktion f¢ §, ,, wird so gewahlt d_aB

f(w)zyl"'ymym+1"'yn mlt ym¢ym+1
gilt. Dies 148t sich erreichen, denn nach Satz 6 ist

1t

ym = dw"m(rn(m))s ym+1 = aw",m+1(1n(m+ 1))
und ' X ) :
wnm_¢ Wn ome1
so miiBte H_,aofzfoH,‘ gelten, d.h.

£ 174

Wire f¢S,.,.

f(Hta(w)):yl oo VmVYm+reo - YVe-1Ve+1n-
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Wegen f¢€S,,, haben wir
f(H,l(W)) ng(f(w)) yl ym lym yn’

M, (w)=11;(w)=1I1;(w)=I1,,(w)

und aus

folgte f(IT,,(w))=f(I1,,(w)), was wegen y,,5y,,,, unmdglich ist.

Folgerung 1. Jede Klasse S, mit t>id oder t’=id enthdlt nichtsequentielle
Funktionen.

Beweis. Man wende Satz 8 fiir t,=f,=id an.
SY

t3ly”

Folgerung 2. Fiir 1,1, oder t;7#1t, ist niemals S,
Aus Satz 6 ergibt sich leicht der

2=

Satz 9. Jede Klasse S, enthilt alle Homomorphlsmen (. h alle sequentiellen
Funktionen vom Gewicht 1). :

Beweis. Jeder Homomorphismus kann gemiB Satz 6 bei beliebigem ¢ mit Hilfe
einer konstanten Abbildung « realisiert werden.

Wir untersuchen jetzt S, NS, fiir ,1,. Es sei f¢ S N S,,. Nach Satz 6 sind
dann zwei verschiedene Darstellungen fir f moglich:

f(xl."' n) - aw,.l(xl) . w,.,.(xn),
f(xl e n) - aw,.l(xl) w,.,.(xn)

Dabei sind die w}; bzw. w2 die nach Definition 8 zu ¢, bzw t, geh6rigen Worter.
Hieraus ergibt sich als.notwendige Bedingung fiir f€ S, N S,,: a1, =dyz, firi=1,
., n.Um eine notwendige und hinreichende Bedingung zu erhalten, definieren wir

P ~t112 9 =Det JvIwIndm3;j k(p=wrANg=vr AWr;=V2x).

=, Sei die transitive Hiille von ~,,,.

Ist f gemdB Satz 6 durch « dargestellt, so setzen wir

'p'=—az q =Def ap=aq .
Dann gilt offenbar der - :

Satz 10. f€ S,, gehort genau dann za S,,, wenn gilt Vqu(p~,],,q -p=,9),
d.h., wenn =, eine Vergroberung der transitiven Hiille von ~,,, ist.
-~ Man priift auf Grund dieses Satzes leicht nach, daB beispielweise SiNSy =
= Menge aller Homomorphismen ist. Dabei ist | die konstante Funktion 1. Dasselbe
ergibt sich fiir S,MNS;; mit
n—1 fir n>1,

1 n=1.

Bisher ist die Menge der quasisequentiellen Funktionen als Kategorie betrachtet:
worden. Wir stellen nun die Frage nach der durch diese Menge erzeugten Halb-
gruppe [0, o]. Die Elemente von Q nennen wir quasisequentielle Funktionen im
weiteren Sinne. Q enthilt nimlich mehr als die quasisequentiellen Funktlonen Um

t(n) ='Det‘{
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dies einzusehen, betrachten wir noch einmal die Funktion f aus dem zweiten Teil des
Beweises von Satz 7. f ist das Produkt zweier quasisequentieller Funktionen g und
h, die folgendermaBen definiert sind

g(xy .. Xap)=Xop ... XgXa X1 Xg... Xop—q

8(Xy .o Xopy )= X Xg X Xy X500 Xoy—1 Xop 41
und )
h(xy... ) XpXpeoo Xy

1, falls »n=0(),

gESid’I mit ,(n) = {n, falls n=1().
Ist ¢, eine beliebige Funktion aus § mit Vn(n>1-1(n)<n) und t; = t,+1, so ist
h¢S,,,. Demnach ist f = goh quasisequentiell im weiteren Sinne. fist jedoch nicht
quasisequentiell, wie aus dem Beweis von Satz 7 bekannt ‘ist.

Es sei P die Gruppe der Wortpermutationen, die von {s,;,:¢€ &} erzeugt wird.
Bezeichnet # die Bildung des freien Produkts, so gilt trivialerweise der

Satz 11. Q = S;;* P.

Damit ist das Studium der quasisequentiellen Funktionen im weiteren Sinne
im wesentlichen auf die Untersuchung der Wortpermutationen zuriickgefiihrt. Diese
lassen sich indessen nicht durch einfache Eigenschaften charakterisieren.

Keasnnoc.reoBaTe bHOCTHbIE (YHKINH

O6006maeTcst onpeesicHue NOCIEA0BATENLHOCTHRIX YHKIIME KaK IIPOSKTUBHEIN npenes npo-
€KTHBHOTO CeMeCTBA KOHEYHBIX TOJIYTpymm. Bo3HHKAIOT TakuM 00pa30M HOBEIE KJIACCHI TAK HA3BI-
BacMbIX KBa3WNOC/ICHOBATENbHOCTHBIX (YHKUMH Pa3HEIX THOOB. VcciemyroIcss CBOHMCTBAa 3THX
(YHKIMM U HX COOTHOIIEHHS K IOCIEA0OBATEIEHOCTHBIM QYHKLMAM.
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