Eine verbandstheoretische Klassifikation
der Eingentreuen Wortfunktionen

Von G. WECHSUNG

" Feststehende Bezeichnungen:- Nz= Menge der natiirlichen Zahlen; fog(x) =
= g(f(x)); X*=Menge aller Worter iiber dem Alphabet X cinschlieBlich des leeren
Wortes e; |w|= Linge des Wortes w; B(M)= {U: US M } — die Potenzmenge von M.

1. Elnleltung

Die vorhegende AI‘bClt ist dem Studium algebraischer Elgenschaften von Klas-
sen langentreuer Wortfunktionen tiber festem Alphabet X gewidmet. Dabei sollen
vorerst keine Berechenbarkeitsforderungen gestellt werden. Die Einschriankung auf
Lingentreue, die bei allen betrachteten Funktionen auch ohne ausdriickliche Er-
wihnung stets gelten soll, ermoglicht eine deutlichere Beschreibung der Abhéngig-
keit der Buchstaben der Bildworter von den Buchstaben der Originalwdorter. Die
Unterscheidung verschiedener Arten eines solchen Abhéngigkeitsverhaltens fiihrt zur
Einteilung der Wortfunktionen in Klassen von Funktionen gleichen Typs. Dies wird
prizisiert durch die ‘

Deﬁmtton 1. ‘

1. Eine eindeutige Abblldung aus Nz? in ‘B(Nz) heilt Typ=p.¢

a) VaVm(m=n—~T(n,mE{l, ..., n}),

b). T'(n, m) ist nicht definiert fur n<m.

An Stelle von T(n,m) wollen wir kiinftig auch T,(m) schreiben.

2. Ist T Typ, w=x;...x, EX* und T,(m)={iy, ..., i} mit iy<ip<--<i
setzen wir : '

SO

§$?
Wm =Def x,-l e x,-s .

Werden nicht mehrere T gleichzeitig betrachtet, so schreiben wir einfacher w,,.

3. Die Wortfunktion f heiBit vom Typ T (wir schreiben dafiir kurz ftT)=p
Fiir jedes n€ Nz existieren eindeutige Abbildungen f,,, ..., f,, von X* in X, so
daB gilt

VWY n(w e X*AW] = 1 = f0) = fu WD) .. funWD)).

4, W__Def Menge aller (langentreuen) Wortfunktionen tber X, A=p. Menge
aller Typen, Fr =p {f:fEe WASFT} fiir TEA R_Def {Fr:T€A}.
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T,(m) interpretieren wir als die Menge derjenigen Stellen des Originalworts der
Linge n, von denen der m-te Buchstabe des Bildworts abhéngt.

Fir T,(m)={1, ..., n} entstehen genau die sequentlellen Funktionen. Die nicht-
retrospektiven Wortfunktlonen fsind diejenigen, zu denen ein n und ein m existieren
mit m<n und (T),(m)N{m+1,..,n} > B, wobei T, in Satz 1b erklart wird.
Bei diesen Funktionen hingt nicht fur jedes Wort der m-te Buchstabe des Bildworts
nur von den ersten m Buchstaben des Originalworts ab. Ein einfaches Beispiel dafiir
ist die Funktion

S X=Xy Xy Xy,
fiir die ein Typ T durch

- {m,m+1} fir m<n,
n(m) = {1, m} fir m=n,
gegeben ist. Dabei ist :
: ’ y fir m<n,
Jom(xy) = x fir m=n, x,ycX.

Es zeigt sich, daB die Menge 4 der Typen in natiirlicher Weise zu einem voll-
stindigen atomaren Booleschen (und damit totaldistributiven) Verband gemacht
werden kann, der isomorph zu einem Verband mit der Trigermenge & und damit
zu einem Teilbund des Potenzmengenverbandes von W ist. Dieser Teilbund ist
insofern ausgezeichnet, als er aus allen und nur den Mengen besteht, die beziiglich
eines Hiillenoperators abgeschlossen sind, der von der zur Relation t gehérigen
Galoisverbindung abgeleitet ist (Abschnitt 2). Der 3. Abschnitt fiihrt zu der Fest-
stellung, dafl F; dann und nur dann eine Halbgruppe beziiglich der Substitution
bildet, wenn jedes T, ein abgeschlossener Operator ist (vgl. Definition 4). Insbesondere
gehéren dazu diejenigen sogenannten topologischen Typen, bei denen jedes T, ein
topologischer Hiillenoperator ist.

2. Der Verband der Typen

Jede lingentreue Wortfunktion f kann in der in Definition 1 angegebenen Weise
dargestellt werden. Dazu setze man T,(m)={l, ..., n} fir jedes n und jedes m=n
und f,,,(x,...x,)=m-ter Buchstabe von f(x,...x,). W kann daher als F; mit dem
-eben angegebenen Typ T angesehen werden. : :

Definition 2. Fiir T, S¢ A definieren wir TNS, TUS, T durch
(TN S)u(m) = T,(m)NS,(m),
(TUS),(m) = T,(m)US,(m),
(M) (m) = {1, ..., }\T,(m). -
Unmittelbar klar ist damit die '

Folgerung. [A, N, U, 7] ist ein vollstindiger atomarer Boolescher Verband.
Die zugehérige Halbordnung ist durch

T=S=p¢ Vnvm(m=n—T,(m)E S,(m))
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gegeben. Die Atome von 4 sind diejenigen 7% mit

{k} fir n:i/\j‘:m,-
uk —
T (m) = {Q

sonst.

DaB der Typ einer gegebenen Wortfunktion nicht emdeutlg bestimmt ist, zeigt
der triviale ‘

Satz la. Istfe Frundist T=S, so ist auchfe Fs.
Dieser Satz kann jedoch ergénzt werden durch

Satz 1b. Zu jeder Wortfunktlon JS€ W gibtes einen eindeutig bestimmten kleinsten
Typ T, in A.

Beweis. T, ist das Infimum aller Typen von f.
Satz la kann wesentlich verscharft werden zu dem.

Satz 2. K ist beziiglich der mengentheoretischen Inklusion _<_§ ein zu [A4, =
isomorpher Verband :

Beweis

1. Die Zuordnung T ~>FT ist eineindeutig. Es sei namllch T S. Dann glbt
es ein 72 und ein m mit T,(m)= S,(m). O. B. d. A. existiert daher ein j mit j€ S,(m), -
aber j¢ T,(m). Damit gibt es eine Funktion f€ Fgund x,,..., X,, J1,...; ¥, € X mit der
Eigenschaft f(x;...x;...X,) = V1.:.¥p... ¥y, und y,, hingt echt von x; ab, d.h. y,
andert sich, wenn sich x; bei sonst gleichbleibenden x; (i#/) andert Keine Funk-
tion aus F dagegen darf wegen] ¢ T, (m) dieses Verhalten aufweisen. Also ist Fp= Fg.

2. Die Aussage T=S—F;E Fs ist genau Satz la.-

3. Wir zeigen noch: F;S Fg—~T=S. Es sei F;& Fg. Fir jedes n und m=n
gibt es ein f¢€ Fy, so daB3, wenn f(x,...x,)=¥;..., gilt, y, von allen x; mit i€ T, (m)
wirklich abhédngt. Da f nach Voraussetzung zu Fg gehért, muf3 S, (m)_ T,(m) sein.
Also gilt T=S, vomit die behauptete Isomorphie bewiesen ist (vgl. [2]).

Bemerkungen :

1. Den Verband [4, N, U, -] nennen wir den Typenverband. Wegen Satz 2 -
wollen wir diese Bezelchnung auf [}, €] libertragen und die Klassen F gelegentlich
als Typen ansprechen.
: 2. Das kleinste Element von & ist der Typ der Konstanten, das groBte ist die
Klasse W (siehe den Beginn dieses Abschnitts).

3. Man iiberzeugt sich leicht davon, daf3 die Infimumbildung in & die gew&hn-
liche Durchschnittsbildung ist. Damit ergibt sich fir MS K ([2])

supM = N{F:FEKRAVC(CeM —~ C S F)},
insbesondere E :
sup (Fr, Fs) = N {Fr.:Fy 2 FrU Fg}.

8 ist ein Teilbund des Potenzmengenverbandes von W, dessen Bedeutung noch
deutlicher wird, wenn man die zu der Relation 7 gehorige Galoisverbindung und die
zugehorigen Hiillenoperatoren betrachtet.
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Definition 3. Fir B& A und U& W setzen wir

Y(B) =pet { [ fEWAVT(TEB —~ fiT)},
0(U) =pet {T:TCANVS(fEU ~ fiT)},
I =pe 60y, A =pegyoo.

[B(A4), B(W), y, 8] ist eine Galoisverbindung, I und 4 sind Hiillenoperatoren,
die beziiglich I' und 4 abgeschlossenen Mengen bilden je einen vollstindigen Ver-
band, und beide Verbidnde sind zueinander dual isomorph (vgl. [1], [2]). Wir wollen
diese Verbdnde genauer beschreiben. Dazu stellen- wir zunichst fest

Y(B) = Fipep, 0(U) = {T:T éfyu TI},
wobei T, wie in Satz 1b verstanden wird. Damit ergibt sich
rwy= FU r,» AB)={T:T=inf B}.

Weil U T alle Elemente von 4 annehmen kann, sind die I'-abgeschlossenen Mengen
feu
genau die oben eingefiihrten Typen F;, und der Verband [R], &] erscheint somit

als Verband der I'-abgeschlossenen Mengen fiir den von der Galoisverbindung er-
zeugten Hﬁllenoperator I'. Ordnet man jeder 4-abgeschlossenen Menge ihr Infimum
zu, so erhdlt man einen dualen Isomorphismus vom Verband der 4-abgeschlossenen
Teilmengen von A4 auf den Verband [4, =].

3. Halbgruppen

Es erhebt sich die Frage, wann mit f und g stets auch fog vom Typ Tist. Um
die Antwort besser formulieren zu kdnnen, fassen wir 7}, als Operator auf {1, ..., #n} auf

Definition 4. T,(0)=0, T,{iy, ..., &) = T,(iDU ... UT,(@).

T, heiBt einbettend=p¢, YM(M S, .. n} -MCT, (M))

T, heiBt abgeschlossen=p., VM(MES {1 ,ny—~T, (T (M))ceT, (M))
Dann kann der folgende Satz ausgesprochen werden

Satz 3. Die Klasse Fr ist genau dann eine Halbgruppe beziiglich o, wenn fiir
jedes n der Operator T, abgeschlossen ist.

Beweis ,
1. Es seten f, g€ Fr, und T erfiille die Bedingung des Satzes. Dann ist

g(f(xl n)) g(f;ll (wl) f;m (wn)) yl

Hierbei héngt y,, hochstens von den f,;(w;) mit j€ T,(m) ab. Diese f,;(w;) hangen
héchstens von den x, mit k€ T,() ab. Insgesamt hangt Vm daher hochstens von

den x, mit
ke U T,()) = T,(T,(m) = T,(m)
€T (m)
ab. Damit 1stfogeFT
2. Es sei [Fy, o] Halbgruppe und T(T (m))gT(m) Dann gibt es ein
JeT, (T (m)) mltj({T (m). Dazu gibt es ein i€ T,(m) mit j¢ T,(). Werden T,(i)
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(bzw. T, (m)) der GréBe nach aufgezihlt, so seien j (bzw. i) das s-te (bzw. r-te) Ele-
ment. Wir wihlen jetzt zwei Funktionén f, g ¢ F; mit den Eigenschaften

Jui(w)=s-ter Buchstabe von w;=x;,

Vin=Gum((f (X1 ... x,)))=r-ter Buchstabe von (f(x;...x,))n=/fu(w)=x 1

(Die Bezeichnungen stimmen dabei mit denen von Punkt 1 dieses Beweises tiberein.)
Also hingt y,, echt von x; ab. Das ist aber nicht méglich, weil nach Voraussetzung
. foge€ Frist und daher j¢ T,(m) sein miiBite, was der obigen Annahme widerspricht.
Infolgedessen ist fiir jedes n und m=n T,(T,(m)) S T,(m), womit die zu beweisende
Eigenschaft von T, aus Definition 4 folgt. :

Definition 5. T (bzw.. Fy) hei3it abgeschlossen (topologisch) =p.¢ Fiir jedes #n ist
der in Definition 4 erklarte Operator 7, ein abgeschlossener Operator (topologx-
scher Hiillenoperator).

Satz 4. Die Menge $ aller Halbgruppen Fr bildet einen vollstandlgen Teil-
bund' (keinen Teilverband) von [&, &]. Die Menge H aller abgeschlossenen Typen
bildet einen vollstindigen Teilbund (keinen Teilverband) von [4, =]. .

Beweis. Ist M eine Teilmenge von 9, so gehdrt wegen der Vollstindigkeit von
[], SIF =p; MM zu K. Da F als Durchschnitt von Halbgruppen auch eine Halb-
gruppe ist, gehdrt F zu . Daraus ergibt sich, daBl die abgeschlossenen Klassen
einen vollstindigen Teilbund von K bilden. Es handelt sich dabei nicht um einen
Teilverband von K, weil mit zwei abgeschlossenen Typen ihre Vereinigung nicht
notwendig abgeschlossen ist, was wir durch folgendes Beispiel zeigen. Wir setzen

()= {1'}: T,(2)= {2’ 3}a T;(3)= {2’3}:
S;(M={1}, S:@={2}, SEB)={1.3},

und wihlen T und S. ansonsten so, daB auch fiir n#3 die Operatoren T, und’ S,
abgeschlossen sind. 77U S ist nicht abgeschlossen weil

(TU $)((TU 5):(2) = {1 2,3} & (TU S)3(2) = {2,3}

Bemerkung. Die beiden Aussagen von Satz 4 sind wegen Satz 2 véllig gleich-
wertig. Dieser Satz rechtfertigt auch die zur Vereinfachung des Beweises angewendete
Methode, einen Teil der Behauptung (vollstindiger Teilbund zu sein) in & zu zeigen
und den Rest (kein Teilverband zu sein) in 4 durchzufiihren. Ahnlich verfahren wir
beim Beweis des nichsten Satzes. :

Satz 5. Die Menge T der topologischeanypen FT bildet einen vollstindigen
Teilverband von $. Die Menge Top S 4 aller topologischen Typen bildet einen voll-
stindigen Teilverband von H.

Beweis

1. Fiir beliebige M S Top ist N M ¢ Top. Denn nach Satz4 ist N M abgeschlos-_
sen, und daB (TM wieder einbettend ist, ist offenkundig. Daher ist N M ETop und
Top ein vollstandlger Verband.
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2. Wir zeigen noch. Ist METop,soistinfy M= meop M und supy M=supq,, M.
Trivialerweise ist infy M= 1nfT(,p M= (M. Dagegen ist

supy M = N{T:TcHAYS(SeM —~ S=T)},
SUpre, M = N{T:T€TopAV S(SeEM —~ S=T)}.,

Wegen TopE H ist immer supy M =supy,, M. Ist M S Top, so ist dariiber hinaus
jedes Element T, das bei der Durchschnittsbildung von supy M vorkommt, ab-
geschlossen (wegen T¢ H) und notwendig einbettend (weil ein nicht einbettendes T
kein einbettendes S majorisieren kann), also topologisch und kommt daher auch bei
der Durchschnittsbildung von supg,, M vor. Daraus folgt supy,, M =supy M, also
SUpi.p, M=supy M fiir jedes M S Top.

Folgerung. Zu Jeder Klasse FT gibt es eine kleinste sie umfassende abgeschlossene
Klasse 8(F;) und eine kleinste sie umfassende topologische Klasse 6* (F;). Dasselbe
gilt fiir die Typen aus 4.

Beweis. 0(Fy) ist der Durchschnitt aller Fr umfassenden Halbgruppen Fy,
0* (Fy) ist der Durchschnitt aller £ umfassenden topologischen Klassen Fg.

Man konnte vermuten, daB 0(F;) mit der von F; erzeugten Halbgruppe Fj -
zusammenfillt. Wir zeigen, daB dies 1.a. nicht zutrifft. Wir beniitzen die Bezelchnungen
0 und 6* auch fiir die Typen T'¢ 4. Dann haben wir

Lemma 1. Fiir Jedes TeA gilt 0(Fp)= Fy¢y. Die glelche Beziehung gilt auch
fir 6*.

Beweis

1. 6(T) ist abgeschlossener Typ oberhalb von T, Damit. ist Fy) Halbgruppe
oberhalb von Fr und demnach 8(Fy) & Fyr,.

2. Wire Fg=p¢ 0(Fr)C Fym), 50 wire T=S<0(T). Da S abgeschlossen ist,
wire @(T) nicht der kleinste abgesch]ossene Typ oberhalb von T.
- Ab jetzt beschranken wir uns auf embettende T. Fiir diese ist offenbar 0(7T)=
= 6* (7). Fiir einbettende T gilt stets

T(m)CTZ(m)CTB(m)C LJE{L, ..., n}
Demnach gibt es fiir jedes » und m=n ein k,,, mit
Tirm (m) = Tk (m).
Mit diesen Bezeichnungen gilt
Lemma 2. Fiir einbettende Typen T ist (0(T Na(m)=T, . (m).
Beweis. R sei abgeschlossener Typ mit T=R. Das bedeutet nach- Definition 2
T,(m)S R,(m)

fiir alle n und m=n. Hieraus.folg\ unter Beachtung von Definition 4

- TI(m) & T,(R,(m) € Ra(m) S R, (m)
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und durch vollstindige Induktion
T7 (m) S R, (m)
fiir jedes k. Jeder abgeschlossene Typ oberhalb von T umfaBt daher den in der Aus-

sage des Lemmas angegebenen Typ. Da dieser offenbar selbst abgeschlossen ist,
ist das Lemma bewiesen.

Definition 6. Der einbettende Typ T heifit von endlicher Ordnung =Der E}kVn(T"
Tk+1) )

Satz 6. Ist der embettende Typ T nlcht von endlicher Ordnung, so ist Ff
#Z0(Fp).

Beweis. Fiir jedes f¢€ Ff ist Ty<0(T). Ist ndmlich f= f o of,, so ist jeden-

falls (Tp),(m)S Ty (m) fiiralle nund m=n (vgl. Beweis von Satz 3) Nach Voraus-

setzung existiert eine solche unendliche Folge k, <k, <..., daB T,"=(0(T)),, i
Man wihle nun { so groB, daB r=k,, ist. Dann gilt fiir passendes m

(T, (M) S Ty, () S Tyt () (0 (1)), (m).
Wire Ff=0(Fr)= Fyry, so miiBte Jedesfmlt T,= 0(T) in F} liegen, was dem eben
bewiesenen wxdersprlcht _ ,

Folgerung. Die Klassen Fr mit abgeschlossenem T sind nicht die einzigen Unter-
halbgruppen von W..

Beweis. Wir brauchen nur zu zeigen, daB es Typen gibt, die keine endliche
Ordnung haben. Als Beispiel wihlen wir

T [({m—1,m} fir- 1l<ms=n,
M= qy  fir m=1.

F; ist die Klasse der l-stabilen sequentiellen Wortfunktionen, wihrend 6(Fy) die
-Klasse der sequentiellen Funktionen ist. Da 7 offenbar nicht.von endlicher Ordnung
ist, gehdrt FF nicht zu K, weil sonst Ff=0(F;) gelten miifite, was nach Satz6
unmdglich ist. (Diesem Sachverhalt entspricht die bekannte Tatsache, daB nicht
jede sequentielle Funktion als Produkt 1-stabiler sequentleller Funktionen darstell-
bar ist.)

Die Umkehrung von Satz 6 ist i.a. nicht richtig.

Omicanye CA0BAPHHLIX (PYHKUHH, KOTOpPble COXPAHAIOT MJIMHY,
NPH NOMOIIH NOHATHI U3 TEOPHH CTPYKTYP

HYCTb T ogHO3HAYHOE oroGpameﬂne H3 MHOKECTBA BCEX ITap HaTypaanm( YHCEJI B MHOXKECTBO
BCEX KOHEHHBIX MHOXECTB HaTYPaJIbHBIX YUCEII CO CBONCTBAMU

) vnvm@m=n-T#n,m¢c(l,...,n}),
(2) T(n, m) He OUpEHENeHHO I M >N.

CrioBapbHAA COXPaHAoWAs AMHHY GyHKUMA f Ha3bBaeTCs GyHKuuMeR Tuna 7, KOraa BEIIOITHS-
eTca cneaylomee yciosre: Korga f(x; ... X)) =Y1 ... ¥n» Vi 3QBHCHT TONBKO OT OYKB MHOXECTBA

{x;:ie T (n,m)}.
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MHOKeCTBO BCEX THIIOB €CTECTBEHHBIM 00Opa3zoM 00pa3syeT nojbHYIO, aTOMapHYIO OyJjeByio
CTPYKTYPY, KOTOpas usomopdua cTpykrype Bcex Fr (Fr sBAsfeTCS MHOKECTBOM BCeX (DyHKumMii
Tvma 7). PaccMaTphIBalOTCA 3aMKHYTHIE M TOIMOJOTHYECKME THIIK W UCCAENYIOTCH HMX CBOMCTBA.
Hanpumep, F; Toraoa H TOALKO TOT AQ ABJIAETCA NMOAYTPYNIO#, Koraa 7 3aMKHY B THIT.
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