Funktionen, die von pushdowri-Alitomaten |
berechnet werden

- Von G. WECHSUNG

In der Literatur iiber formale Sprachen nehmen die pushdown-Automaten
{PDA) als "Akzeptoren kontextfreier Mengen einen hervorragenden Platz- ein
(vgl. z.B. [2]). Was die von PDA -mit Ausgabe (pushdown transducer, [1], [3])
berechneten Wortfunktionen betrifft, so sind zwar umfangreiche Ergebnisse liber
das- Verhalten formaler Sprachen verschiedener Typen bei Anwendung solcher
Abbildungen bekannt (vgl. z.B. [3]), aber bisher fehlt eine automatenunabhiingige
Charakterisierung dieser Wortfunktionen. Diese Aufgabe wird in der vorliegenden
" Arbeit fiir den Fall deterministischer PDA, die {iberall definierte Funktionen be-
rechnen, in Angriff genommen. In § 1 werden die ndtigen Grundbegriffe und
zwei verschiedene Berechnungsbegriffe fiir PDA eingefiihrt. § 2 gibt eine Charakteri-
sierung der im ersten Sinne PDA-berechenbaren Wortfunktionen (die Berechnung
ist beendet, wenn das Eingabewort abgearbeitet ist). Es ergibt sich eine Klasse .
sequentieller Funktionen, die in gewisser Weise aus sequentiellen’ Funktionen end- -
lichen Gewichts . stiickweise zusammengesetzt werden kdénnen. Dabei eéntstehen
auch  Funktionen wunendlichen Gewichts. Die genaue Beschreibung dieser Klasse
. ist zwar etwas aufwendig, aber begrifflich durchsichtig.
- Fir die Berechnungen im 2. Sinne (die Berechnung ist beendet, wenn Emgabe-

. 'wort und Speicher abgearbeitet bzw. geleert s1nd) reichen die sequentiellen Funktionen - ’

nicht mehr aus. Es erweist sich.aber eine in § 3 beschriebene Verallgemeinerung .
der. in [6] eingefiihrten quasisequentiellen Funktionen als geeignet. § 4 .ist den
- treu ausspeichernden PDA gewidmet, wobei der Spezialfall der lingentreuen
. ‘Wortfunktionen eingangs gesondert betrachtet wird. Die Klasse der von treu aus-
- speichernden PDA im zweiten Sinne berechneten Funktionen ergibt sich als wohl-
definierte Klasse quasisequentieller Wortfunktionen (Satz 6” bzw. Satz 6 fiir den
Spezialfall der lingentreuen Funktlonen) Diese Funktionen haben die Gestalt
pos, wobei ¢ eine sequentielle Funktion einer bestimmten Art und s eine sogenannte
.quasisequentielle Wortpermutation ist und ¢ und s eine bestimmte Vertriiglich-
keitsbedingung erfiillen miissen. Die groBere Leistungsfihigkeit der PDA gegen-
Adiber .den endlichen Automaten-kommt hier dadurch zum Ausdruck, daBl ¢ auch

unendliches Gewicht haben kann, wobei freilich die Klasse der zugelassenen ¢. .

verhdltnisméBig begrenzt ist. Schhethh wird in § 5 auf die Voraussetzung des
treuen Ausspeicherns verzichtet. Die im 2. Sinne berechenbaren Wortfunktionen
haben zwar auch hier noch die Gestalt g o, ]edoch braucht ¢ nicht mehr sequentiell,
sondern nur noch ,,fastsequentiell zu sein. D1e Klasse der zuge]assenen @ wird
genau beschrleben (Satz 6”)
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§ 1 Pushdown — Automaten mit Ausgabe

Wir interessieren uns hier nur fiir die folgende deterministische Variante des
in [3] definierten pushdown transducers, die durch die Definitionen 1 und 2 prézisiert
wird. In jedem Takt fiihrt der Automat in Abhangigkeit vom inneren Zustand,
vom gelesenen Eingabebuchstaben und vom letzten Kellerbuchstaben in eindeutig
bestimmter Weise folgende Operationen durch: Er dndert den Zustand,. ersetzt
den gelesenen Eingabebuchstaben durch #, entscheidet, ob das Eingabeband
weitergeriickt werden soll und fiihrt die Verrickung gegebenenfalls durch, dndert
den Speicherinhalt und gibt ein Ausgabewort aus.

Definition 1. P=[Z, X, Y, K, p, z,] heillt deterministischer pushdown-Automat
(PDA) oder Kellerautomat =y,

1. X ist eine nichtleere endliche Menge (das Eingabealphabet). 9, # ¢ X.~
Q ist ein Symbol zur Bezeichnung leerer Zellen auf den betrachteten Bandern:

2. Y ist eine nichtleere endliche Menge (das Ausgabealphabet).

'3. Z ist eine endliche Menge (die Menge der Zustinde), und z,€Z heil3it
Anfangszustand von P. '

4. K ist eine endliche Menge (das Kelleralphabet). K enthilt ein ausgezeichneteé
Symbol 4.

5. u ist eine eindeutige Abbildung von ZX KX (XU {3, Q) in ZXK*X ¥Y*X
X {0, 1}. (Fiir eine beliebige Menge M bezeichnen wir mit M* die von M erzeugte
freie Worthalbgruppe, deren Einselement (leeres Wort) immer e heiBt.) 4 hat die
folgenden Eigenschaften: Ist u(z, k, x)=(z’, p, g, &), so ist p=4Ap’ mit p’ € (K\ {4})*,
falls k=4, und es ist p€(K\{4})* falls k=A. (4 ist also ein Markierungszeichen,
das den Anfang auf dem Kellerband angibt, nie verindert wird und nie auBerhalb
des Speicherwortanfangs vorkommen soll.)

"Die Arbeitsweise des Automaten wird wie {iblich durch Konfigurationen be-
~ schrieben.

Definition 2

(@) [u, v, w] heiBt Konfiguration Yori P=p,
D uezZ{s, e}X*,A
2) ved(K\ {4},
3) weY*,

(b) [u, v, w] heiBt Anfangskonfiguration von P=D- ; Uz X*Nv=AAw=e.
(©) [#',v', w] heiBt unmittelbare Folgekonfiguration von [u, v, w] beziiglich P

([u, v, wl-plw’, v/, w])=p, Falls u=zx, ... x,,

wobei x€{#IUX, x5, ..., x,€X, néO,
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(ist n=0, so setzen wir u=z) und v=4k, ... k,,, wobei k;, ..'.,k,,,eK\{A}, mz=0,
(ist m=0, so setzen wir v=4 und k,=4) und u(z, k,,, x)=(@"; p, ¢, &),. so ist

2%y Xy, falls e=1An>1

=12, falls (e=1An=1)yn=0
2 #X, ... X,, falls e=0An=1,

v'=Adk,.. .k, _ -1P (p kann leer sein), w'=wgq (g kann leer sein).
). [u v/, w'] heifit Folgekonfiguration von [u, v, w] beziiglich P([u, v, W] |=p .
=, v, w ]) =ps Es existieren Konfigurationen [uy, vy, wil, ..., [, v,, w,] mit

[i1, 01, Wil =[t, 0, WALy, 0, W] =[u', o', WA
Nluy, vy, wilbplua, va, Wolt-p.0. 1p 1y, 0, W]

Was die Verwendung von PDA als Berechnungsalgorxthmen von Wortfunkti-
onen, d. h. von eindeutigen Abbildungen von X* in Y*, betrifft, so bieten sich zwei
Moglichkeiten an. Erstens kann in Anlehnung an [3] die folgende Berechnungskon-
zeption gewihlt werden.

Definition 3. Die Wortfunktion f:X*—Y* heit PDA- berechenbar im
ersten Sinne =p, Es existiert ein PDA P=[Z, X, Y, K, y, z] mit

VYwIzIpwe X* -2 ZApEK* NMzgw, 4, el |=plz, p, FW)])
/\ ~ E]Z’HP’EU([Z()W, A, e] I:P[Z’, p” 1)] l—P[Z, p, f(W)])-

Hierbei kann der Fall eintreten, dal ein gewisser Anteil an Informationen tiber
w in p und nicht in f(w) eingeht. Daher liegt die Betrachtung einer zweiten Art der
Berechnung nahe, die erst dann als beendet angesehen wird, wenn das Wort w
gelesen und der Keller vollstiandig geleert ist.

Definition 4. Die Wortfunktion f:X*—~Y* heiBt PDA-berechenbar im 2
Sinne =, Es existiert ein PDA P=[Z, X, Y, K, u, z,] mit :

YwIz(we X* >~z€ ZA[zgw, 4, €] I=5lz, 4, f(W))).
Beispiel. Es sei P ein PDA mit Z={z,}, X=Y=K und
‘ 1(zq, ky X)=(z4,kx, e, 1)
iz, k, ©)=(z4, €, k, 1), falls k=A4.

Die von P im ersten Sinne berechnete Funktion ist die Konstante e, wihrend
die im zweiten Sinne berechnete Funktion f, die Wortinversion

Solxy, oo x))=x,..%;

ist, die wir in Zukunft auch mit (x,...x,)~* bezeichnen wollen.

Bie Berechnungen im ersten Sinne werden offenbar nur sequentielle Funktionen
realisiert, wihrend die Berechnungen im zweiten Sinne iliber die Klasse der sequen-
tiellen Funktionen hinausfithren, was schon durch das vorangehende Beispiel deut-
lich wird. Dieses Ergebnis steht dem bekannten Sachverhalt gegeniiber ([2], Kapitel
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2.5), daB die beiden Entscheidungsbegriffe fir PDA, die unseren Definitionen 3
und 4 entsprechen, véllig dquivalent sind. -

Fir die beabsichtigte Analyse des Berechnungsverhaltens von PDA ist es
bequem, nur solche PDA zu betrachten, die in jedem Takt den letzten gespeicherten
Buchstaben entweder 16schen oder ihn als Anfangsbuchstaben des zu speichernden
Teilwortes iibernehmen. Solche PDA nennen wir einfach. -

Definition 5. Der PDA P=[Z, X, Y, K, ;1 zj] heilt einfach =p,, u(z, k, x)=
. =(z',p, q, e)Ap#e —k c p. (Hierbei bezeichnet £ die iibliche Anfangswortrelation.)

In den §§2, 4 und 5 dieser Arbeit wollen wir grundsitzlich nur noch ein-
fache PDA betrachten, ohne das jedesmal ausdriicklich zu erwidhnen. Dal} hierin
keine wesentliche Beschrankung der Allgemeinheit liegt, zeigen die beiden folgenden
Lemmata. ’

Lemma 1. Zu jedem PDA P=[Z, X, Y, K, u, z,] gibt es einen einfachen. PDA
P,=[Z,, X, Y, K, u;, z{P], der im ersten Sinne die gleiche Wortfunktion berechnet -
wie P. .

Beweis. Wir setzen Zy=p,ZXK, z{" =[z,,4] und fiir jedes k'€ K

ﬂl([zi k]a k,s x)=

([z’, k"), k', p, q; &), falls u(z, k, x) = (2, pk”, q, )Nk" € K\{4} -
=@ kL e g0, falls p(zk %) = (7, e g, AR # 4
([z’, 41, 4, q, ¢), falls u(z, k, x) = (z', e, q, )\k’ = A.

Wie leicht zu sehen ist, berechnet P, im ersten Sinne die gleiche Wortfunktion
wie P.

Lemma 2.  Berechnet der PDA P im zweiten Sinne die auf ganz X* definierte
Funktion £, so berechnet der PDA P,, der dem P durch die Konstruktion im Beweis
von Lemma 1' zugeordnet werden kann, eine auf ganz X™* definierte Funktion f;,
die mit f in folgender Beziechung steht. Es gibt eine Zerlegung von X* in ‘endlich
viele kontextfreie Mengen Cy, ..., Cs, und es gibt Wérter ry, ..., r;€ Y*, so daB

S =fi(w)ry, falls we C,.
Beweis. Es sei '
[zow, 4, e]l=p [21, Prk1, 1] |—_P[22; szz: gol»p =p [2,, 4, f(W)].

Hierbei sei [z, piky, g4 die erste Konfiguration der durch [zyw, 4, €] bestimmten
Folge, deren erste Komponente nur aus einem Element aus Z besteht. Ferner gelte
ki, ks, ..., k,_1€ K. Dieser Konfigurationenfolge entspricht fiir P, die Folge

[[203 A]W, A’ e] l= I’l'[[zl.a k1]> D1 ql] I_Pl[[ZZ., k2]’ D2s q2] l'_Pl |-_P1>[[Zna A]a A,f(W)]-

Wenn der Fall eintritt, daB fiir irgendein v<n erstmalig p,=4 is't, so hat die
diesem v entsprechende Konfiguration der zweiten Folge die Form [[z,, k,], 4, g¢,,]
womit laut Definition 4 die Berechnung von fj(w) beendet ist. Das Wort r,, das
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fi(w) noch hinzugefiigt werden muB, damlt f(w) entsteht, hangt oﬂ'enswhthch nur
von z; und k, ab. Daher gilt fiir alle w, die in der Menge

Cv=Df{w: 34([[20, A]W, A, e] I?Pl [[sz v]’ A, ‘J])}

liqgen, die Beziehun'g

S =f 0w,

Wenn kzM die Kardmalzahl der Menge M bedeutet, g1bt €s hochstens kzX-kzK
" verschiedene derartige C,, die nach [3] alle kontextfrei sind. Da wegen der Voraus- -
setzung, daB f auf ganz X™* definiert sein soll, jedes wEX * in genau einer dieser .
Mengen C, liegen muB ist das Lemma bewiesen: '

§ 2 Funktlonen, die im ersten Smne von PDA berechnet werden

‘Es kann vorkommen, daB eine von einem PDA im .ersten Sinne berechnete
Wortfunktion nicht fiir alle we X* definiert ist. Das ist genau dann: der Fall, wenn
der PDA wihrend der Abarbeitung von w in eine Situation kommt, in der er # liest .
und von der aus er nie wieder einen Befehl mit e=1 erreicht. Wir wollen hier nur
auf ganz X* deﬁnierte Funktionen untersuchen und beweisen dazu

Lemma 3. Zu jedem PDA P, der nach Jeder Situation (z, k, %) wieder einen
~ Befehl mit ¢=1 erreicht, gibt es einen PDA P’, der im ersten- und zweiten Sinne
die gleiche Funktlon berechnet wie P und der folgende Elgenschaft hat: Ist

Kk )=Cpa, 0, SR O
) 1stp eNe= 00derp k/\a—_ ' S

Beweis. Es sei ' S
. /'t(zl’klax) (Za 1P1k qlao)" ] o ' (2) )

so daB sich P im nachsten Takt in der S]tuatlon (z, k, %) beﬁndet Wir geben ein
System von Reduktlonsregeln an, mit denen P’ aus P konstru1ert werden ‘kann.

1 Fall Es gllt ) _ : o
u(z,k #)=(2’,p, g, 0) . - (3
mlt pfe ] ) -
Dann ersetzen wir fiir Jedes Qumtupel (z1, k1s X, D1, 90, das ) erfullt die
Befehle (2) und (3) durch
Wz ks X)=(2, klplp 09, 0).
2. Fall. Es gilt S S
(Z, k, )=, p, 4, 1) - ’ @
mlt p= =e.

In diesem Falle wird ein neuer Zustand z” emgefuhrt und wir ersetzen (2)
und (4) durch
wz, k, #):(z”, e, 4,0 und

Wzl %)=, Le 1) firalle I€K.
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3. Fall. Es gilt
uGz k, #)=(" kp’, 4, 1) O
mit p’#e.

Dann ersetzen wir (2) und (5) durch

Bz, ky, )=, kapikp’, 19, 1)

fiir jedes (2) erfiillende Quintupel (z,, k,, X, p,, 4,)-

Nach Voraussetzung iiber den Definitionsbereich von f treten, ausgehend
von (z, k, #) keine Zyklen auf. Daher kénnen durch endlich viele Anwendungen
der vorstehenden Ersetzungsregeln unter eventueller VergréBerung der Zustand-
menge alle Befehle eliminiert werden, die nicht der Bedingung (1) geniigen. Den
entstehenden PDA nennen wir P’. Es ist klar, dal bei Anwendung dieser Reduktionen
das Berechnungsverhalten von P im ersten und zweiten Sinne nicht beeinfluit wird.

Der folgende Hilfssatz zeigt, daB die Arbeitsweise der PDA in gewisser Weise
normiert werden kann. Fiir die geplante Analyse ist es angenehm, diese Normlerthelt
yoraussetzen zu kénnen.

Lemma 4. Zu jedem PDA P [Z, X, Y, K, 1, z5] existiert ein PDA P’'=
=[Z" X, Y, K, i, z,], der im ersten und zweiten -Sinne d1e gleiche Funktion be-
rechnet wie P und folgende Bedingung erfiillt

1z ky X)=(2", p, g, )AxEX >p>e,

Beweis. Man setzt y’ =y fiir alle Tripel (z, &, x), die der Bedingung des Lemmas
geniigen. Ist u(z, k, x)= (z',e,¢,0) fiir xcX, so fithrt man einen neuen Zustand
zy ein und ersetzt dlesen Befehl durch

[L(Z k X) (zlak %0)
Wiz, k, #)=(2", e, & 0).

Ist u(z, k, x)=(z', e, q, 1), so fithrt man zwei neue Zustidnde z, und 23 ein und ersetzt
diesen Befehl durch
H (Z, k’ .X)—(Zz, k: q, O)’

Il"(z23 k, #):(23, e, e 0),
#’(23, k’, :ﬁ:):(z’, k’y €, l),

fiir alle £’ € K. Der Zwischenzustand z; muBte eingefiihrt werden, damit der neue
Automat der Bedingung von Lemma 3 geniigt. Z’ unterscheidet sich- von Z um
die hierbei neu hinzugefiigten Zustinde. DaB P’ beziiglich belder Berechnungs-
arten zu P dquivalent ist, ist trivial.

. Von jetzt an betrachten wir grundsitzlich nur solche PDA, d1e der Bedingung
{1) von Lemma 3 geniigen und gemifl Lemma 4 normiert sind.

Gegeben sei der PDA P=[Z, X, Y, K, p, z,], und es sei 0.B.d.A. YNK=g.
Um sein Berechnungsverhalten zu untersuchen, ordnen wir P zwei miteinander
gekoppelte endliche partielle Automaten Q,=[U, X, YUK, fi,g] und Q,=
=[V, K, Y, f5; 1} zu. In diesen Quintupeln bedeuten die Komponenten der Reihe
nach die Zustandsmenge, Eingabemenge, Ausgabemenge, Uberfiihrungsfunktion
und Ausgabefunktion ([4]).
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Das Automatenpaar Q,, @, soll die Arbeit von P beschreiben. Solange P
einen Teil des Eingabewortes w abarbeitet (d.h. Befehle mit é=1 anwendet), simuliert
Q, die Titigkeit von P. Sobald aber P die Abarbeitung von w zum Zwecke der
Ausspeicherung unterbricht (d.h. Befehle mit ¢=0 auftreten), erreicht Q, einen
Zustand aus V, und der AusspeicherungsprozeB wird nun von @, simuliert, wobei
als Eingabe das bis dahin von P gespeicherte invertierte Wort ‘dient. Ist die Aus-
spelcherungspenode voriiber, so wird ein Zustand aus U erreicht, und Q, tritt
wieder in Aktion.

Im einzelnen sind Q, und Q, folgendermaBen definiert.

U =U0'UU” mit
U’ =p{lz, A}V {[z k):3z 3k’3x3p3q (u(z K, x)= (z,pk g, D)},
U’=p;{z:32’3kIx3pIq ([, k]E U Au(z, k, x)=(z, kp, g, 0)}.
Fiir [z, k]€ U’ sind die Uberfiihrungsfunktion f; und d1e Ausgabefunktion g definiert

durch
[z, k], falls u(z, k x)=(,pk’,q, 1)

fl([z’ K, x) —D‘{ . falls u(z, k, x) = (2, kp, ¢, 0)
8l KL ) =p 00, falls p(zk, V=G kp, 0.
Auf U” sind f; und g nicht definiert. |
Vi=v'UP” mit
V' = pplz:32 3k 3q (U, K, #)=(z, &, 4, )} U U,
V'=plz, K1: 32’3 ('€ V' Au@, k, $#)=(, ks g, )}.

Fir zeV’ sind Uberfihrungs- und Ausgabefunktion von @, folgendermafien
definiert: :
- z, falls u(z, k, #) = (z, ¢, q,0)

fz(z, k) —Df{[z k), falls p(z, k, %) = (z, k, q,1).

“h(z, k)y=p¢ q, falls u(z, k, #)=(z’, p, g, €). Auf V" werden f, und A nicht definiert.
Wir vereinbaren noch, die auf X* bzw. K* erweiterten Ausgabefunktlonen von
Q,; bzw. 0, ((4]) ebenfalls mit g bzw. & zu bezeichnen. Ferner nehmen wir zur
Erleichterung der folgenden Untersuchungen die Mengen U” und ¥” in der Form
V'={uy, ..., ,}, U"={vy, ..., v,,} an und setzen Uy=pe[Zq, 4]. :

- Mit g; (bzw hp) bezelchnen wir die von @, im Zustand u; (1— , ...y 1) bzw,
von Q, im Zustand v; (j=1, ..., m) berechneten Funktlonen Es seien 6Y und 6K
die durch .

w, falls weY

Oy(w) = {e, falls wek

56 e, falls weY .
£ =14 falls wek

3 Acta Cybernetica
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definierten Homomorphismen von (Y U K)* auf Y* bzw. K*. Damit gewinnen wir
die fir das weitere wichtigen Funktionen

d; =p; gi00y und s; =p;g;00%.

(Wir bezeichnen mit fog die Funktion, die durch fog (x)=g(f(x)) aus fund g entsteht )
Ferner setzen wir

M{=pc{p:peX*Nfi(u;. p) = v;} fiir i=0, ...,n; j=1,...,m,
M;=pc{p:pEX*AVq(q B p~fi(u;, )4 U”)} fiir i=0,...,n,
Ni =pe {w:weK*A fo(v;, w) = u} fiir i=0, .., n;j=1,....,m

Wir beschaffen uns jetzt eine Funktion s, die das Verhalten des Speichers von P
in dem Sinne beschreibt, daB s(p) den Inhalt des Speicherbandes nach Abarbeitung
von p (einschlieflich sich eventuell anschlieBender Ausspelcherungsoperatlonen)
angibt. Der expliziten Darstellung von s stellen’ wir eine anschauliche Erliuterung
voran. Bei Abarbeitung von p wichst s zunéchst so lange an, bis ein erstes v; €U”
_ erreicht wird. Dies moge fiir das Anfangswort p; von p der Fall sein. Nun setzt
eine Ausspeicherungsphase ein, in deren Verlauf der bisherige Speicherinhalt so(p;)
um ein eindeutig bestimmtes Endwort ¢, verringert wird. Das dabei iibrigbleibende
Anfangsstiick von sy(p,) ist s(py). Die Eingabe von gi! auf v;, fiihrt in Q, zu einem
eindeutig bestimmten u; € ¥”, mit dem der ProzeB fortgesetzt wird, wenn p noch
nicht abgearbeitet ist. '
Mit der Schreibweise

w\\ =D_:{

kénnen wir s explizit angeben:

u, falls w=up
nicht definiert sonst

5(0) = (((-- ((So(P) \GD) S;, (22)) \92 -.-)sf,_,(pt))'\q,)si‘(pm),
falls p=p,...p;4, mit :
351301 3 (pr € MG Ng1 " € NiDAT 2302 30 (p2 € M:’/\qz’le NDA ... 6)

LA p,hEM A die g; sind Endworter derjenigen Worter, von
‘ denen sie abgezogen werden.
Fiir t—O wollen wir die Darstellung so verstehen s(p) So(p) und pe M,.

Man beachte daB alle vorkommenden Gré8en p,, 9y, i, und J, durch p und P voll-
kommen eindeutig festgelegt sind. Wir fithren zwei abkurzende Sprechwelsen ein.

Definition 6. waN} =pe 3w (W, CwAw EN 1. Weil N} total ungeordnet ist
beziiglich £, gibt es fur waN% genau ein solches w;. Deshalb hat fo]gende Definition

einen Sinn.
Definition 7. Ist waN i, s0 setzen wir h(w)=h;(w,) mit

w, E wAw, €N}
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Damit sind wir in der Lage, die von P im ersten Sinne berechnete Funktion f fol-
gendermaBen zu beschreiben. .

f(p) = dy (pohh(s(m)-%)d.-l(p»h,,(s(plpz)-l) ’ ]
i (PR (5(P1 - PN (Prsr)s falls p=py ... Pt

Vajl:‘il(pleMles(pl)_laN )/\3]23’2(P26M /\S(Plpz)_lasz)/\ /\17l‘+161‘41k f

Fir k=0 wol]en wir diese Darstel]ung so verstehen: f(p)=dy(p) und pGMo J

™)

Wir deﬁmeren nun automate,nunabhanglg eine Klasse von sequentiellen Wort-

funktionen von X* in Y*, die sich genau als die Klasse derjenigen (auf ganz X*

.. definierten) Wortfunktionen erweisen w1rd die von PDA im ersten Sinne berechnet
werden.

Definition 8. f€ P,(X, Y)=p;

1. Es gibt eine endliche Menge K, und es existieren regulire Mengen M,, M iIcx*.
(i=0,...,n;j=1, ...;m) und reguldre Mengen NIEK* (i=1,..;n; j=1, .., m)
mit den E]genschaften . o

(@) Yivj(M;NM]=0)

(b) ViV (= ~M{NM{=g)

(©) Vivp(p&éMi~3j3q(qcphqgeM])

(d) Vivj (U M} und U N¥ sind bezugllch total ungeordnet)

(e) Vj‘v’sz (E2d —»N ﬂN‘ @)
(f) 34(4 EK/\VIVWV](WAO(N"))

2. Es gibt sequentielle Funktlonen endlichen Gew1chts
T Spy eeer Sy X —»K*
dy oony d X* e Y,
/11, vees My KX > Y%,

so daB f durch (7) festgelegt ist, wobei die dazu benétigte Funktion s sich nach (6)
ergibt. Wir wollen kurz sagen, f sei durch {M,, M, N;, 5;s hj}n m bestimmt. .
© Es gilt der o ;

Satz 1. Eine auf ganz X * deﬁmerte Wortfunktion mit Werten in Y* ist genau
dann PDA-berechenbar im ersten Sinne, wenn sie zu Pl(X Y) gehort. .

Beweis - '

" 1. DaB eine von einem PDA ‘berechnete iiberall auf X* definierte Funktion
zu Py(X, Y) gehort, (wobei Y das Ausgabea]phabet das berechnenden PDA 1st)
geht aus der bisherigen Analyse hervor

2. Es sei fEPl(X Y).

Wir geben einen PDA P an, der fim ersten Sinne berechnet. Durch elementare
automatentheoretische Konstruktlonen kann man zunichst zwei endliche partielle
Mealy-Automaten Q,=[U, X, Y, K, f;, g] und Q,=[V, K, Y, f,, h] (mit YN K= @)

3*
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konstruieren, die folgende Eigenschaft haben. Es gibt eine Teilmenge U”=
={v1, ..., v,}SUNV und eine Teilmenge V”={uy, ..., u,} S UNV und ein u,€ U,
so daB gilt: Versiecht man @, mit dem Anfangszustand u; (i=0, ..., 1), so akzeptiert
dieser initiale Automat durch v; (j=1, ..., m) die Menge M}, und er berechnet eine
Funktion g;, die aus den Funktionen d; und s; durch

gi(xla sees x,,)=ma'1w102a)2...0',,w,,, falls di(xl ) d(xl Xy— l)wv
und
l(xl v)_s (Yl Xy~ l)o'v .
hervorgeht. Versieht man Q, mit dem Anfangszustand v; ( ]—l , m), so akzeptiert
dieser initiale Automat durch den Finalzustand u; (1—1 n) die Menge N%,

und er berechnet die Funktion /;.

Ausgehend von diesen belden gekoppelten Automaten geben wir jetzt einen
PDA P=[Z, X, YKu,uo] an:

Z=DfUU V.
4 wird folgendermafBen definiert: .
a) veV\V” _
Gilt fy(v, k)=v" und h(v, k) =g, so setzen wir
' (', e, g, 0), falls o' ¢¥”

: | uo. ks #) = {(v', k.q, 1), falls v€p”.
b) ue UN\U” '

Gilt (4, x)=u" und g(u, x)=pq mit p€ K* Ag€ Y*, so setzen wir fir alle kek
‘W, k,q,0), falls u'e¢U”
ﬂ(u, k, x) = , , ”
', kp, g, 1), falls v’ ¢U”.
Der so entstandene PDA berechnet ersichtlich genau die gegebene Funktion f -
im ersten Sinne. Damit ist Satz 1 bewiesen.
Wir bemerken noch, daB P;(X, Y) sequentielle Funktionen unendlichen Gewichts
enthélt. Dazu geben wir folgendes Beispiel an:
o -  [bamb™ ... a™eb™e, falls m, =1
fl@bm ... ab™) = bamb™ ... a™-1b™-1~1) falls m, =0.

Diese Funktion wird durch den PDA P=[{zy, z,}, {a, b}, {a, b}, {4, a’}, u, z,] be-
rechnet, dessen p durch die Tabelle

N

Z | K Z | K | Y | £
Zg | A al zy|da’| e | 1
Zo | AV b |z 4] b |1
zZo |l a' | al| z|aad| e |l
zZplad | blz1ada |l b0
zta | #*klz elall
zy | A ¥z d)] e |1
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gegeben ist. f ist demnach eine Funktion aus Py(X, X) mit X= {g, b}. Wegen f(a")=e
und f(a"b) =bg" folgt fiir den durch o* bestimmten Zustand Jan von f die Bezie-
hung f,n(5) = ba". Demnach gilt fLn=fm fiir ns=m, womit gezeigt ist, daB £ unendli-
ches Gewicht hat. ‘ , :

§ 3 Quasisequentielle Funktionen

Fir die Analyse des Berechnungsverhaltens von PDA im zweiten Sinne, die
. ber die sequentiellen Funktionen hinausfiihrt, stellen wir hier eine geeignete
Funktionenklasse bereit, die durch Ver_allgemeinerung eines Ansatzes aus [6] ge-
wonnen wird. : e ' '

X sei ein beliebiges endliches Alphabet. Mit |w| bezeichnen Wir die Linge des
Wortes we X*, . ,

Definition 9 .
(@) Es sei T die Menge aller allgemein rekursiven Funktionen t von X* in Nz mit
der Eigenschaft . .
Vw(weX*»lét(w)élwl).

-(b) Es sei 1€X. Wir setzen fiir beliebige Worter p mit |p|=|w| iiber béliebigem
Alphabet : o S
ﬂz(w)(P)=fr--ft(w)-lfz(w)u---fn, falls =&,

(Die Definition ist so zu verstehen, daBl im Falle tw)=1 oder =n der erste bzw.
letzte Buchstabe von p gestrichen wird.) .

Definition 10 T ,
(a) Eine lingentreue Funktion S von X* in ¥Y* (d.h. eine solche, fir die gilt
VW EX* | f(w)]=|wl) heiBt (t, #’)-sequentiell =py )

Y W(W c€Xx* -~ f (nt( w)(w)) = ”t'(w;(f(w).))'

-(b) 1 heiBit quasisequentiell =,, Es gibt 1, ¢"€X, so daB S (t, t')-sequentiell jst.
(¢) S, bezeichne die Menge aller (2, t’)-sequentiellen Funktionen (von X* in ¥*%),

Die Verallgemeinerung gegeniiber [6] besteht im Verzicht auf die zusitzliche
Eigenschaft an die t€X, daB (¢(w) nur von der Linge von w abhingt. Obwohl
durch Definition 10 eine groBere’ Funktionenklasse festgelegt wird als durch die ,
entsprechende Definition in [6], wollen wir die dort eingefiihrte Bezeichnung ,,quasi-
sequentielle Funktionen* beibehalten und kiinftig im Sinne von Definition 10
verstehen. - ’

Die sequentiellen Funktionen (5], [4]) ergeben sich genau als {/, [)-sequentielle
Funktionen, wobei / die durch [(W)=p¢|w| definierte Funktion ist. Kinftig wird
limmer in dieser Bedeutung gebraucht. '

Fir unsere Zwecke sind folgende Sitze aus [6] wichtig, deren Beweise un-
abhingig von der hier vorgenommenen Verallgemeinerung von dort tibernommen
werden kénnen.

Satz 2, Fiir £/ ist Sy von der Klasse der sequentiellen Funktionen verschieden,
Die einzigen sequentiellen Funktionen in S, sind die Homomorphismen.
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Unter einer Wortpermutation verstehen wir eine Funktion s mit der Eigen-
schaft s(x;...x,) =X, ). - Xs.m flr jedes w=x,...x,€ X*, wobei &_eine Permutation
der Indexmenge {1, ..., |w|} ist. B

Satz 3. In jedem S, gibt es genau eine Wortpermutation s;,. s, ist die identische
Abbildung genau dann, wenn /=t ist.
Zur Illustratlon geben wir fiir s, die Folge der erzeugenden Indexpermutatio-

nen an:
ox(l)=Df 1
a,.(i) fiur i<t(wx)
wa(i) =pf aw(i— 1) i> f(WX)
n+1 i =t(wx).

Definition 10 A
(a) Ist {o,,:w€ X*} die Schar der erzeugenden Indexpermutationen fiir s, so setzen
wir fiir beliebige Worter p=y, ...y, mit n=|w| iiber beliebigem Alphabet Y

. S.lt (p)zbf Vaw -+ Vo (n)-
(b) (p*s) (W)=p¢ St'f((/’ (W))

" Satz 4. f¢ S, genau dann, wenn es eine sequentielle Funktion ¢ gibt mit

f=(p * Sy
wobei s, die in S;, vorhandene Wortpermutation ist.

Auch nichtlingentreue quasisequentielle Funktionen werden bendtigt. Wir
wollen sie in Anlehnung an Satz 4 erkliren. Um eine geeignete Wortpermutation
zu erkldren, die an die Stelle von s, aus Satz 4 tritt, flihiren wir eine Funktion r ein,
. d1e jedem w€X* eine natiirliche Zahl {(w) und eine- Permutation ¢ der Zahlen

I, ...,{(w) zuordnet. Dabei ist {(wx) fiir die zu definierenden Funktionen der
Langenzuwachs des Bildwortes von wx gegeniiber dem Bildwort von w. Daher
hat das Bildwort von w, wenn (was wir immer fordern wollen) das Bildwort des
‘leeren Wortes wieder das leere Wort ist, die Linge A.(w)= 2’ L{(wy). er definie-

ren die Wortpermutatlon Sit,»1 durch Angabe der Folge {o:w 'c X *1 der erzeugenden
Indexpermutationen:
o, (=1

c,() fir 1 s i<t(wx)
Ouxl(i) = 0 (i—{(wx)) fiir t(wx) +{(wx) =i=Ai(wx)
' AW ten(i—t(wx) + 1) fir t(wx)si<t(wx)+{(wx).
Damit erklidren wir nichtlingentreue quasisequentielle Funktionen.
Definition 11. Die Wortfunktion f:X*—~Y* heillt {/, [t, r])-sequentiell = p¢

Es existiert eine sequentielle Funktion @:X* — Y * mit |p(w)|=/,(w) und

f= @ *Sq0¢,r1-
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_ Fir {(w)=1 ergeben_sich als Spezialfall die langentreuen quasisequentiellen
Funktionen.

Die Verallgemclnerung, daB der Zuwachs von f(wx) gegeniiber f(w) nicht
in Form eines einzigen Teilwortes an einer Stelle in f(w) eingeschoben w1rd sondern
sich auf mehrere Stellen verteilt, wird hier nicht gebraucht.

§ 4 Funktionen, die im zweiten Sinne von treu al_lsspei'chernden’
PDA berechnet werden

Die sogenannten treu ausspeichernden PDA verdienen deswegen besondere
Beachtung, weil sie quasisequentielle Funktlonen berechnen.

Definition 12. Der PDA [Z, X, Y, K, p, zo] heiBt treu ausspe1chernd =pr Es
existiert eine eindeutige Abbildung o:K—Y* mit ‘

VyVzVz/VkVe (uz k, #)=(2, e, », &) ~y=a(k))
VoV 2V Yk (u(z K, 9)=(7 €, 3, 0) ~y=a(k).
Wir behandeln zu Beginn den Spezialfall der synchronen PDA.

Definition 13. Der PDA P = [Z X, Y, K u 20]_ heiBt synchron =p¢ Ist
' H(Z,k x) (Z p.q, 8) so ist . :

(a) falls xcX ist, p= =kAgeY (P druckt) oder p= kk’/\q e mit k'EK\{A}
(P speichert),

(b) falls x=# ANk=4 ist, p=e/\q6 Y (P speichert aus),

(¢) falls x= 3 Ak=4 ist, p=AN\g=ehe=1,

(d) falls x=0Aks=4 ist, p=eAq€ YAe=1.

Eine im zweiten Sinne von einem synchronen PDA berechnete Funktion ist
offenbar lingentreu.

Die Analyse des Berechnungsverhaltens im’ zweiten Sinne eines PDA P=
—-[Z X, Y, K, u, z,] stiitzt sich auf eine sequentielle Funktion 1, die die Arbeits-
weise von P beschreibt. Ausgehend von P fiihren wir die gleichen Uberlegungen
durch wie im § 2 und verfiigen damit iiber d1e Mengen M;, M{, N} und die Funk- .
tionen g;, d;, s; und h; (i=0, ..., n; j=1 m; i'=1, ..., n). Wenn y der durch,

: D. ful ucy,
¥ () =pr S fir uek;

festgelegte Homomorphismus von (YU K)* in {D, S}* ist, wiahrend .11 der Homo-
morphismus von Y* in {A}* ist, der durch n(y)= A fiir jedes yeY bestlmmt ist,
S0 setzen wir

7:=pc&OV, N;=pch;jon

und definieren tp durch {M;, M{, Ni, s;, yi, 1;}s.m gemidB Definition 8.

Die so definierte Funktion 7p beschrelbt ‘insofern die Arbeitsweise von P, als
7p(w) genau die Folge der vorzunehmenden Operationen (D Drucken, S=Speichern,
A= Ausspeichern) angibt, dle bei Abarbeitung von w im Sinne- der Deﬁmtlon 3
auszufiihren sind.
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Definition 14. 8 sei der Homomorphismus von {4, D, S}*in die Halbgruppe [Nz,+H)
der natiirlichen Zahlen, der durch 8(4)=0(D)=1, 0(S)=0 definiert wird. w’ entstehe
aus dem Wort w durch Streichen des letzten Buchstaben. Dann setzen wir ¢p(w) =
1+4-0(tp(w")) = 1+Anzahl der in 73(%") vorkommenden 4 und D.

Die Bedeutung dieses ¢, wird deutlich durch den

. Satz 5a. Wird die Wortfunktion f durch einen synchronen treu ausspeichernden
PDA P im zweiten Sinne berechnet, so 1st S€ Sy, (vgl. Def. 10c, wobei wie oben
I(w)=|w| gesetzt ist.)

Beweis. Nach Definition 10 ist fiir jedes w€ X* zu zeigen

T (S )) =1 (71 (i (W))- '

Es sei f(x;...x,)=»...y,. Wir betrachten den Zeitpunkt, in dem die Abarbeitung
von x,...X, im ersten Sinne gerade beendet ist. Bis zu diesem Moment seien bereits
die Buchstaben y,...y, ausgegeben worden. Hleraus folgt:

1. Im Speicher von P befindet sich noch ein Wort der Lange n—k, das in den
folgenden Takten ausgegeben wird, wobei das Restwort y, .,...y, entsteht.

2. Nach Definition von #p ist #5(x;...x,x)= k-1 fiir jedes x€X.

Es sei w=ux;...x,X,4:.- Wird f(x,, ..., X,4+1) berechnet - und ist Tp(w)=
=Tp(Xy...X)0p 41, SO smd zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall. 6,,,=SA° (c=0).

Dann wird x,., als irgendein k,,, gespeichert und anschlieBend werden ¢
Buchstaben des Speichers, als erster der zuletzt gespeicherte Buchstabe k,,,, aus-
gespeichert. Damit ist die Abarbeitung von w im ersten Sinne beendet. Der Rest
von f(w) entsteht durch nachfolgende Speicherleerung. Es ergibt sich

JSW)=y1.. ViVns1Yk+1-+-Y, it yn+1=°‘(k:{+1)-

2. Fall. 6,,,=DA° (c=0).

Dann wird x,., als ein y,,, gedruckt. Alles weitere verlduft wie im ersten Fall.
Es entsteht
S =y YeVns1Ver1e--Yn-
In beiden Fallen gilt ..

Ty (FON) = V1e Vit 1o Y= Kr e Xn) = £ (7)),

was wir beweisen wollten. )
Nach Satz 4 gibt es fiir diese Funktion f eine Darstellung der Form Q¥ Sy,
mit sequentiellem ¢, iiber das der néchste Satz eine Aussage macht.

Satz 5b. Die eben erwihnte Funktion ¢ ist gemidB Definition 8 durch {Af;, M 1,

N}, si, i, hj),.m gegeben, wobei alle h; die konstante Funktion e bedeuten, die
g aus g; (vgl. §2) dadurch entstehen, daf alle k€ K durch a(k) ersetzt werden .
(vgl. Def. 12), wihrend alle anderen Mengen bzw. Funktionen genau diejenigen
sind, die sich bei der Analyse von P in § 2 ergeben haben.
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_Beweis. Durch Induktion iiber die Wortlinge von w zeigen wir

- W =s%(ew)).
Der Induktlonsbegmn ist klar.

Induktionsannahme. Es' gilt f(w) =5y ((p(w)) fiir W=Xp..o Xy
Induktionsschluf. Sei ‘

fC X) =Y Ty
(p(xl"'xn):yir“yin )
) (p(xl...x,,x,,ﬂ) =y,-1~-.}’i,.)’i,.+r

Nach Definition von ¢ ist y; ., entweder «(k,.;), wobei k,,, der beim Lesen von
x,+1 gespeicherte Buchstabe ist, oder der beim Lesen von x, ., gedruckte Buchstabe.

Aus dem Beweis von Satz 5a wissen wir, daBB y; ., in das Wort S(x;...x,) an der

Stelle #p(x;...x,+,) eingefiigt wird ‘ '

S Xp )=y YiYipsr Ye+1-+-Vn-

(Hierbei haben wir tp(Xy...Xp41) = k41 angenommen.) Andererseits wirkt aber s,t -
angewendet auf @(x;... ,,+1) nach ' Definition (§ 3) folgendermaBen. Der letzte
., wird an der Stelle fp(x;...X,.1) in das Wort s% (¢(x;...x,)), das
nach Induktionsannahme mit Yi-e-Vn uberelnstlmmt eingefiigt. Also gilt

und

Sztp(fp()ﬁ n+1)) =1 ykyi,.+1yk+1 oo Yu = (X1 os Xpp1)s
womxt der Satz bewiesen ist.

Die Funktionen ¢ aus Satz 5b und 7, smd in folgendem Sinne mltemander
- vertrdglich: Sind ¢ und 7, nach Definition 8 durch

{Mi,.M,,Nj,Si,QD,', j}n,m bzw. {R,,R S Fis T k}n’m
gegeben, so gilt n=n’, m=m" und fur alle i und j
M;=R;, Mi{=R{, Ni=S} und s;=r,.

Fiir die Umkehrung der bisherigen Analyseergebmsse bendtigen wir folgende
Definitionen. _

Definition 15

(a) Wir bezeichnen mit T die Menge aller Funktionen aus Py(X, {4, D, S}), die
nach Definition 8 dargestellt werden konnen wobei folgende zusitzliche Bedlngungen
erfiillt sind

1. VivVw (|dw)|=|w])

2. di:X*~{D, S}*

3. hjw)=AIl fir jedes j

4. ViV wV x(d(wx)=d(w)Dsw)=s,(wx))

5. YivwV x(|s(wx)|—|s;(w)| =1). : :
(b) Mit I, bezeichnen wir die Menge aller /€Z, die aus den Funktionen t¢7
nach Deﬁmtlon 14 hervorgehen. :
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Bemerkungen

- 1. Die Funktionen aus T, sind alle mit wachsender Wortlinge monoton mcht
fallend.

2. Die Bezichung zwischen den t¢X, und den z¢T ist nicht eineindeutig.
‘Gehort ndmlich £ ‘nach Definition 14 zu 7, so auch zu Jedern 7/, das aus v dadurch
hervorgeht, dafl gewisse D durch SA ersetzt werden.

Deﬁmtlon 16. Wir bezeichnen mit &(X, Y) die Menge aller Funktionen aus

Py(X, Y), bei deren Darstellung nach Definition 8 alle &; konstant auf das leere
‘Wort abbilden und alle d; lingentreu sind. Ferner soll gelten ViV wV x(|s{wx)| —
~|s;(w)| =-1).
&(X, Y) enthdlt nur sequentielle Funktlonen jedoch auch solche mit un-
endlichem Gewicht.

Beispiel. Wir wahlen X={a, b}, K={0, 1}, Y={a, b},
Mi={barb:in= 1}, Mi={a}, NI={0}, NZ={1},

do(ba"b)zba”b fir jedes n, dy(a)=a, d)(a)=b, sy(ba")=s(ba"b)=10", sl(a)=-e, und
die tbrigen Bestimmungsstiicke denken wir uns beliebig, aber im Einklang mit
Definition 8 fixiert. Die hierdurch definierte Funktion heiBie ¢. Dann gilt

(P(ba"ban+l) = ba"ba"b = banb¢banb(a"+1)
und fiir m=>n _
@(bamba*) = ba"ba"t' = ba"b@yumy(atY).

Hieraus folgt' @pnp # @pamp fir n=m. Also hat ¢ kein endliches Gewicht.

Definition 17. Ist €T, und (petﬁ(X Y), so heilen ¢ und ¢ vertriglich =g
Es gibt ein mit ¢ vertrigliches (im Sinne der Ausfiihrungen i im Anschluf3 an Satz 5b)
7€ T, aus dem ¢ nach Definition 14 hervorgeht.

Satz 6. Eine lingentreue Wortfunktion f von X* in Y* ist genau dann im
" zweiten Sinne von einem treu ausspeichernden synchronen einfachen PDA berechen-
bar, wenn es miteinander vertrigliche Funktionen ¢ € #(X, Y) und t€T,; gibt mit

S[=@%5y.

Beweis. Die eine Hilfte der Behauptung folgt ganz leicht aus den Sitzen Sa
und - 5b unter Beriicksichtigung der Definitionen 15, 16 und 17. Es ist noch zu
zeigen: Wenn f=¢@+*s, und ¢ und ¢ sind vertrdgliche Funktionen aus &(X, Y)
bzw. T,, so ist f PDA-berechenbar.

Nach Voraussetzung gibt es ein zu ¢ gehoriges 7, das mit @ vertragllch lst
7 und ¢ seien nach Definition 8 gegeben durch {M;, Mi, N}, 8, T, hj}ym b
AM;, Mi, Ni, 5;, @i, B}y - Wir deﬁmeren die Funktionen y; durch

i Vilxp-. Xy)=pt Hyh Haye. - Hy yy, falls @i(6...x,)=@i(x1... %, 2 1)y,
- an :
(X1 x) =1(x. .. x,_H, fir v=1,.., N.
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Wegen der vorausgesetzten Vertraghchkelt ist es mogllch gemidl Definition 8
eine Funktion ¢ durch {M;, M{, N}, s;,¥;, h 1i}n,m Zu definieren.

- Wie beim Beweis von Satz 1 verschaffen wir uns zu y die gekoppelten Automaten
©Q, und Q,. Mit den gleichen Bezeichnungen wie dort berechnet Q, im Zustand
u; (i=0, ..., n) die Funktion ;. Die Konstruktion des PDA P=[Z, X, Y, K, u, zo],
der f berechnet geschieht folgendermaBen Wir setzen
a) fiir ve \V”, folv, k)=1" .
' (v, e, k, 0), falls v’¢V”

| . Bk )= {( ke 1), falls v'€V”,
b) fir uc UNU”, fily, x)=u’

W, k,y,0), falls v’ cU”Ag(u, k) = Dy,

A Wk, 1), falls W ¢U"Ag(u, k) = Dy,
BT X) =\ 0 ki e 1), falls o ¢U”Ag(u, k) = SK,
(', kK, e,0), falls w' €U Ag(u, k) = Sk’.

Wie leicht zu sehen ist, berechnet P das gegebene f, womit der Satz bewiesen ist.
' Satz 6 14Bt sich leicht auf nichtsynchrone einfache treu ausspeichernde PDA
verallgemeinern. Wie oben bilden wir die Funktion 7. Aus ihr ist zu ersehen, welche
Stellen in f(wx) gestrichen werden miissen, um zu f(w) zu gelangen. Ist

2p(WX) = Tp(W) Satwx) pyb (wx) AR,

s0' sind gefade a(wx)+b(wx) Stellen zu streichen, wobei die erste.durch tp(wx) an-
gegeben wird. Weiter ist zu sehen, daB die Linge von f(w) durch A(w)= 3 (a(u) + b(w))
. . ulw

gegeben ist.
Wir deﬁmeren nun eine Folge von Permutationen ¢, durch
0.(1)=1 A :
@) _Ja+i fir 1=i=b(w),
O T arb£1—i T bW <i=a(w)+bw).

Da a, b und 2 von P abhéngen, hingen auch die ¢ von P ab. Wir setzen rp(w) =p;0,,
und nennen {¢p, rp] den zu 7p gehorlgen Typ.

Mit &(X, Y) bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen aus P,(X, Y), bei
deren Darstellung gemilB Definition 8 alle Funktionen #4; konstant auf das leere
Wort abbilden.

Mit T bezeichnen wir die Klasse aller Funktionen t€Py(X, {4, D, S}), bei
deren Darstellung gemil Deﬁnmon 8 folgende Bedmgungen erfiillt smd

1. di:X*~{D, S}, - _

2. ViVwVxVa(3b(d (wx) = d;(w)S°Db s, (wx)| = a+|si(w)l),

3. V]VW(/I (w)y=AM).

Mit T, wird die Klasse aller Paare [t r] bezelchnet die zu den €T gehoren
Damit kénnen wir.die folgende Verallgemeinerung von Satz 6 formulieren,
deren Beweis analog zum Beweis von Satz 6 verlauft.
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Satz 6’. Eine Wortfunktion f von X* in Y* ist genau dann im zweiten Sinne
von einem einfachen treu ausspeichernden PDA berechenbar, wenn es miteinander
vertragliche Funktionen ¢ ¢ &(X, Y) und 7€ T gibt, so daB fiir den zu 7 gehérigen.
Typ [¢, r] gilt

J=0*5,1 0

Bemerkung. Um nichtlingentreue Funktionen berechnen zu koénnen, bei
denen f(wx) aus f(w) dadurch hervorgeht, daB an mehreren Stellen des Wortes
f(w) Teilworter eingefiigt werden, muB man nichtsynchrone PDA betrachten,.
die iiber Befehle folgender Form verfiigen: Werden im Zustand z die Eingabe x
und das Speichersymbol k gelesen, so wird der Zustand z” angenommen, das Ein-
gabeband um ¢ verschoben, und es werden

1a, gespeichert, k.. .k, gespeichert,

kyy...k
Y.V, gedruckt, Vut-+-Vup, gedruckt,” )
¢; Buchstaben ausgespeichert ¢, Buchstaben ausgespeichert.

Diese Verallgemeinerung bleibt hier auBer Betracht.

§ 5 Funktionen, die im zweiten Sinne von beliebigen PDA
berechnet werden

Die Sdtze 6 und 6” zeigen, daB die im zweiten Sinne von treu ausspeicherndemn
PDA berechneten Funktionen sequentielle Funktionen mit anschlieBender Per-
mutation der Buchstaben der Bildworter sind. Diese Permutationen héngen dabei
von der Art und Weise der Speicherbenutzung ab. Die von beliebigen PDA be-
rechneten Funktionen kann man sich so vorstellen, daf3 zunéchst eine sequentielle
Funktion berechnet wird, dann setzt eine Permutation s ein, und danach werden
eventuell diejenigen Buchstaben geéndert, die ausgespeichert worden sind. Denkt
man sich diese letzten Anderungen vor der Permutation durchgefiihrt, so kann auch
hier eine Gleichung der Form :

J=0*s 8y

aufgeschrieben werden, wobei allerdings ¢ i.a. nicht mehr sequentiell ist.
Wir wollen das an einem Beispiel verfolgen und betrachten dazu einen PDA,
fur dessen t-Funktion gilt

T(x1x2x3x4) =DSSD
T(x1X2X5Xy X;)=DSSDDA.

‘Hieraus folgt fiir das zugehdérige s,
Sp(X1XX3X5) = X1 X4 X3X _ €)
Sy XpX3X4X5) = X1 X4 X5 X355 .

f sei die berechnete Funktion, und es sei '
S1XoX3X)=11Y1 Y32 o 4 10y
S(X1X2X3X4X5) = Y1 Va Vs V572
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mit ya5% Vs, Yo#ys. Fir ¢ ergibt sich aus (8), (9) und (10)
l O(X1XX3Xg) =Y 1V2V3Vs~
O(X1X3X3X4X5) =Y1V2V3V1 Y5+

Dieses ¢ ist nicht sequentiell, weil die zweite und dritte Stelle stéren. Blendet man
sie aus, so ist der Rest sequentiell. Solche Funktionen kénnte man fastsequentiell
nennen.

Wir wollen eine genaue Charakterisierung der moghchen fastsequentiellen -
@ angeben. Dazu gehen wir bei gegebenem (einfachen) PDA P wie im § 2 von den
Automaten @, und Q, aus und verfiigen somit iiber die regulz’iren Mengen M;, M{, N} .
und die in den einzelnen Zustinden aus V” bzw. U” berechneten Funktionen g;
bzw. h;. Nun erweitern wir den Definitionsbereich der /; unter Beibehaltung der
glelchen Bezeichnung auf (KU Y)*: -Ist g, ..., q,€ Y* “und P1s - P EK* und-
‘bezeichnet /1; , den von p bestimmten Zustand von /;, so setzen wir

hj(%]’ﬂlp_zqz- -.Prdr) =pt qo”j(Pl)%hj,él(Pz) qz--?hj, P ..;p,._l(pr)qr . an
Die Funktion ¢ aus (8) ergibt sich damit so _
e(p)= '[hjk("“ [, ((hs, (g0(P)) 1 & (P) 7T cieen (P) 1] _lgi;(Pk+1),
wobei p=p, ... py,1 und ' '
284S Mgl/\ S(Pl)_l&N;iAp2€ M{f/\s(hpz)_ “le/\ /\Pk+1€Mx
Fiir k=0 ist die Gleichung ¢ (p)=g.(p) gemeint.

(12)

Die Ergebnisse des vorigen Paragraphen sind hierin als Spezialfall enthalten.
Dazu braucht man nur alle /; als identische Abbildungen zu wihlen, wodurch ein
@€ P(X, Y) entsteht.

Um das Ergebnis der Analyse formulieren und umkehren zu kénnen, definieren
wir eine Klasse P,(X, Y) fastsequentieller Wortfunktionen von X* in Y*,

Definition 18. /€ P,(X, Y)=p;.

1. Es glbt eine endliche Menge K, und es existieren regulire Mengen M, MiCX*
(=0, ...,n; j=1,...,m) und regulire Mengen NICK* (i=1,...,n; j=1,...,m)
mit den Elgenschaften (a)—(f) aus Definition 8. o

J

2. Es gibt sequentielle Funktionen endlichen Gewichts
| | Sgs ooy Sy X ¥ > K*, |
os g X* (KU Y)¥,
v B K=Y,

so daB f durch (12) gegeben ist, wobe1 s durch (6) definiert ist und alle /1; durch
(11) auf (KU Y)* fortgesetzt sind.

Wir wissen bereits aus dem eingangs dieses Paragraphen angegebenen Beispiel,
daB P,(X, Y) auch nichtsequentielle Funktionen enthilt.
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Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 6’. Der Beweis verlauft
analog zum Beweis von Satz 6.

Satz 6”. Eine Wortfunktion f von X* in Y* ist genau dann im zweiten Sinne
von einem einfachen PDA berechenbar, wenn es miteinander vertrigliche Funktionen
@ € Py(X, Y) und 7¢ T gibt, so daB fiir den zu © gehongen Typ ¢, r] gilt

f—(P*sl {,r]-

(DyHKllHH BBIYHC/IieMble aBTOMATAMH ¢ Mara3uHHOH NaMATbIO

PaccMmaTpEBaroTCs ABa BHAA BBMUCICHMSA (YHKIUHA aBTOMAaTaMH C Mara3WHHOH IIaMSATBIO.
OnUCHIBAIOTCS KIIACCH! BBIMUCHSEMBIX TaKAM 00pa3oM ¢GyHKIMIF HE3aBHCUMO OT MOHATHUA aBTOMaTa.
BrrancngeMbie B IEPBOM CMBICHE (BDYHKIMH SIBAAIOTCA TTOCTEAOBATeNbHOCTHRIMA QYHKIHAMH COC-
TOSMIMMHE B HEKOTOPOM CMBICJIE HO KYCKAM M3 IOCJICA0BATEIbHOCTHRIX (DYHKIHAN KOHEYHOTO Beca.
BriuycierMBle BO BTOPOM CMEBICIE (bynxmm ABJIAFOTCA KBA3A-TIOCJIEAOBATEIbHOCTHBIMH (DYHKITHSIMIF
TOYHO ONMCAHHOIO BHAA.

SEKTION MATHEMATIK DER
FRIEDRICH SCHILLER UNIVERSITAT
69 JENA, DDR
UNIVERSITATSHOCHHAUS

Literatur

[1] EveY, R. J., The theory and application of pushdown store maschines, mathematical linguistics
and automatic translation, Comput. Lab. Rept., Harvard University, v. NSF-10, May, 1963.

[2] GINSBURG, S., The mathematical theory of contextfree languages, Mc Graw-Hxll Book Comp.,
New York, 1966 :

[3]1 GINSBURG, S., G. F. Rosk, Preservation of languages by transducers, Information and Control.,
v. 9, 1966, pp. "153—176.

4] GLUSCHKOW W. M., Theorie der abstrakten Automaten, VEB Verlag der Wnssenschaften Berlin
1963.

[5] RAaNEY, G. N, Sequential functions, J. Assoc. Comput. Mach., v. 5, 1958, pp. 177—180.

[6] WECHSUNG, G., Quasisequentielle Funktionen, Acta Cybernet., c. 2, 1973; pp. 23—33.

(Eingegangen am 27. Juli 1972)



