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О сравнении предельных логик при моделировании 
в них конечно-значных логик 

3. О Е М Е Т Я О У Ю З 

В настоящей работе м ы будем рассматривать предельные логики [1] 
с точки зрения их возможностей моделировать конечно-значные логики. Это 
свойство естественным образом индуцирует на множестве всех предельных 
логик некоторое отношение частичного порядка. Именно, каждой предельной 
логике ставится в соответствие некоторое покрытие натурального ряда бес-
конечной системой конечных множеств. Отношение порядка на множестве пре-
дельных логик индуцируется некоторым уточняемым ниже отношением 
порядка на множестве таких покрытий. Будет показано существование макси-
мального и минимального элементов в этом частичном порядке и относительно 
естественно возникающей при этом эквивалентности предельных логик будет 
установлена континуальность классов эквивалентности. 

Автор выражает свою благодарность С. В. Яблонскому, под руководством 
которого выполнена работа. 

: 1°. обозначает множество всех функций, переменные которых опреде-
лены на множестве £к0, мощности К0 и сами функции принимают значения из 
этого же множества. В качестве 0 возьмем множество всех целых неотри-
цательных чисел {0, 1,2, ...}. Множество называется счетнозначной логи-
кой. Обычно, задается путём фиксации алфавита переменных Х= {х^х , , . . . } 
и имен функций /„(х (1, ..., х1п), где V пробегает некоторое континуальное мно-
жество индексов (обозначение: Р^0(Х)). 

Функция ^(г! , . . . , г,-, . . . , г„) называется функцией к — значной логики 
Рк(к =2), если ее аргументы определены на множестве Ек = {О, 1, ..., к—1) и 
любое значение g(a1,...,ai, ...,а„) принадлежит множеству Ек при а1£Ек(\ ^ г ^ и ) . 

Обычным образом на множествах Рк0 и Рк, к^2определяется суперпозиция 
функций, понятие замыкания и замкнутого относительно суперпозиции класса 
функций [2, 3]. 

Множество функций 9 Ш Р к 0 Р О гомоморфно отображается на мно-
жество функций © ^ / ' » „ ( У ) , если 

1. существует взаимно-однозначное соответствие между переменными 
. х^уг, ' 

2. каждой функции / из 91 однозначно отвечает функция g из 93, зависящая 
от соответствующих переменных; 

.3. всякой суперпозиции функций из 91, принадлежащей 91, отвечает анало-
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гияная суперпозиция соответствующих функций системы 93, которая также 
принадлежит 23. 

Если при этом отображении гомоморфизм имеет место в обе стороны, 
то говорят, что системы 21 и © изоморфны. 

Замкнутый класс Рс:Р^ о называется предельной логикой, если 
1. Р состоит из счетного числа функций; 
2. Р содержит гомоморфные прообразы к— значных логик Рк(к^2), т. е. 

для всякого натурального числа к, к существует множество Ак из Р, которое 
гомоморфно отображается на множество всех функций к — значной логики Рк. 

2°. Пусть 91 — некоторая предельная логика, е — подмножество множест-
ва £"к0 и пусть функция/(х 1 5 . . . , х„)€9Г. Обозначим через /е(хг, • ••, *„) функцию, 
определенную на множестве е X ... X е и совпадающую на этом множестве с функ-
цией /(х1, ..., х„). Функцию /с(х1, . . . , х„) назовем сужением функции /(хг, ..., хп) 
на множество е. Сужением множества функций 5Ш, ^ 91 на множество е на-
зовем множество сужений функций из 'И? на множество е. 

Скажем, что замкнутое множество функций АксР$0 моделирует к — знач-
ную логику Рк на множестве e k = { e 0 , e 1 , . . . , e k ^ 1 } , e j ^ e J • + 1 , j = 0 , l , . . . , k — 2, 
Е каЕ$а , если существует функция /(.х,, х2), принадлежащая множеству Ак 
такая, что 

Заметим, что если множество функций Ак моделирует к — значную логику 
на множестве ек, то в нем существует подмножество, сужение которого на гк 
изоморфно Рк. В самом деле в качестве такого подмножества следует взять 
[{/<Л, х2)}]. Тогда &к(х1г г2), где и /

к(г1, г2) — функция Вебба [4], 
дает нужный нам изоморфизм. 

Пусть дан замкнутый класс А, А с Введем понятие таблицы класса 
ТА следующим образом. 

Определение. Систему ТА конечных подмножеств множества Е$0 назовем 
таблицей класса А, если множество ек={е0,е1, ..., принадлежит ТЛ тогда 
и только тогда, когда класс А моделирует к — значную логику Рк на множестве 
ек. Посредством Е£о обозначим множество и е. 

Легко видеть, что для каждого каласса А существует единственная таб-
лица Т л . 

Из определения таблицы Тл следует лемма. 

Лемма 1. Класс функций А является предельной, логикой тогда и только 
тогда, когда в его таблице ТА содержатся множества с любым числом эле-

Предельные логики можно классифицировать по способу моделирования 
к — значных логик Рк. 

Определение. Предельную логику Р назовём возрастающей, если её таб-
лица ТР содержит бесконечную последовательность конечных множеств П= 
^{е1 , в2, . . . ,£ ' , ...}, такую что е ' с е , + 1 , г'= 1, 2, 3, . . . .Обозначим через £ " £ 0 = и £ ' -

1ск(х1,Х2) = 
е1 + 1, если х2)£екХек и т а х , х2) = , где О^Шк — 2', 
е0, если ( х 1 , . х 2 ) £ е к Х е к и либо х1 = ек_1, либо х2 = ек_г. 

ментов. 

с'6 п 
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Предельную логику Р назовём ящичной, если её таблица содержит бес-
конечную последовательность конечных множеств е^, ег„2, . . . , е),., . . . , такую-
что 
1. для любых /', у" О'И/) е1

п.Пе1.=9; 
2. если е £ Т р , то существует / такое, что е^е'П1. 

Определение. Замкнутый класс 91 моделируется в замкнутом классе ©,. 
если существует однозначное отображение <5 множества в множества 

Такое, что 
1. если (<?;, е у 6 т о д{е^6{е 3 ) \ 
2. если ££Т<ц, то 

Это обстоятельство обозначим через и скажем, что © и сравнимы.. 
Скажем, что логики 91 и © подобны (обозначение: 91Х©), если © > 9 1 и 9 1 > © . . 

Определение. Минимальной предельной логикой называется та логика, 
которая моделируется в любой предельной логике. Максимальной предельной 
логикой называется та логика, в которой моделируется любая предельная 
логика. 

Лемма 2. В любой возрастающей предельной логике моделируется любая 
предельная логика. 

Доказательство. Пусть Р — возрастающая предельная логика, 91 — лю-
бая предельная логика, и пусть П — бесконечная последовательность из опреде-
ления возрастающей логики и и £'• Тогда существует отображение 

с'€Л 
<3: в Е ^ , удовлетворяющее условию: если (ег, ej£E*^), то <5(е,)т£5(еу).. 
Заметим, что из определения таблицы следует, что если множество в £ Т Р , 
то и любое подмножество е, содержащее не менее двух элементов, также 
принадлежит ТР. Поэтому из свойства последовательности П следует, что отоб-
ражение д удовлетворяет условию: если ебГ91, то д(е)£ТР. Лемма доказана. 

И з леммы 2 вытекает 
Следствие. Возрастающие предельные логики подобны между собой. 

Лемма 3. В любой предельной логике моделируется любая ящичная 
логика. 

Доказательство. Пусть 91 — некоторая предельная логика, Р — ящичная 
предельная логика, и пусть . . . , е'п., ... — последовательность множеств 

из определения ящичной логики. Очевидно, что тогда Е£ 0 = ^ е'п.. Строим: 

отображение д:Е¡Г0 в Е* следующим образом. Пусть еП1 — некоторый эле-
мент таблицы Гш, содержащий пг элементов. В качестве 5 возьмем любое 
взаимно-однозначное соответствие между е^ и еП1. Пусть отображение д уже 
определено на множествах £2

2, . . . , е'„.. Пусть п = пг + п2+... +«¡ + «¡+1 и 
пусть г„ — произвольный элемент таблицы содержащий п элементов. 
В нем можно выбрать подмножество е„( + 1 , содержащее « 1 + 1 элементов, такое 
что Е„(+] П<5(е*к) = 0 (к= 1,2, ..., /)• Очевидно, что Еп. + 1^Тт и между + 1 и е„. + 1 

можно установить взаимно-однозначное соответствие. Любое из этих с о о т - ' 
ветствий можно взять в качестве б на множестве б ' + 1 . +1 

Лемма доказана. 
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Следствие. И з л е м м ы 3 немедленно вытекает, что все ящичные предельные 
логики подобны между собой. 

И з л е м м 2 и 3 непосредственно вытекает справедливость следующей тео-
ремы: 

Теорема 1. Максимальной предельной логикой является возрастающая 
предельная логика. Минимальной предельной логикой является ящичная пре-
д е л ь н а я логика. 

Следствие. Предельная логика является максимальной (соответственно, 
минимальной) тогда и только тогда, когда она возрастающая (соотчетственно, 
ящичная). 

3°. Отношение > разбивает множество предельных логик на классы 
эквивалентности. М ы рассмотрим вопрос о м о щ н о с т и множества этих классов. 

Пусть и={сс1, а 2 , а 3 , . . . } — бесконечная последовательность, состоящая 
из 0 и 1. 

Определение. Последовательности а = {а1; « 2 , а 3 , . . .} и /?={/?1, /?2, •-.} 
назовем эквивалентными, если существует такое к, к^О, что либо д л я всех / 
имеет место /?г = а г + Л , либо для всех г справедливо а; = где / ^ 1 . 

Другими словами, последовательности ос и /? назовем эквивалентными, 
если либо последовательность а является концом последовательности (¡, 
либо последовательность /? является концом последовательности а. 

Легко видеть, что справедлива следующая л е м м а : 

Лемма 4. Максимальная мощность множества попарно неэквивалентных 
последовательностей равна континууму. 

К а ж д о й бесконечной последовательности а = {а1; а 2 , . . . , а,, . . .} м о ж н о 
поставить в соответствие бесконечную последовательность конечных мно-
жеств в а = {еао, еа1, ехг, . . . , еЯ(, . . .}, где е а о ={2 , 4, 6, 8} и при /=г1 

ещ = {2+Ь,, 4 + Ь ь 6 + Ь г , 8+Ь,}, 
/ 

где Ь1 = 21—2а1 и о , = 2 а г 

Лемма 5. Если в последовательности а г-ый член равен 1 (соответственно, 
•а ,=0) то в последовательности е2 множества еС(._1 и еХ1 имеют два (соответст-
венно, один) общих члена. 

Доказательство. Пусть еХ11={2 + Ь(_Х, 4 + 6 + 8 + 6,-_х} и 

е„. = {2 + Ьь 4 + Ь,, 6 + Ь, 8+6 ,} , 

и пусть а, = 1. Тогда имеем, что Ь1-_1=6(/—1)—2(а, — \)=Ь1—4. Отсюда полу-
ч и м , что 6 + й , _ 1 = 6 ( + 2 и 8 + 6 ; _ ! = 6 ; + 4 . 

А если <Х;=0, то ¿>,_1 = 6(г — 1)—2а ,=Д —6. Отсюда немедленно получим, 
•что ¿»¡_1 + 8 = 6 1 + 2 . Л е м м а доказана. 

П о последовательности ех построим замкнутый класс функций 

Аш = И {<РЕХ,(*1, *2)} ¡ = 0 ' 
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где 
т а х , х2) + 2, если (*!, х2) € £„, X £*, и 

2 + е с л и (хг, х2)£еа[.Х£<1, и 
либо = либо Х2 = 8 + 6 ( ; 

О в остальных случаях. 

Лемма 6. Четырехэлементное множество е принадлежит тогда и только 
тогда, когда при некотором / имеет место £ = ея.. 

Доказательство 
а) Пусть е = еХ1. Возьмем функцию <рс (х1 ; х2) из В силу определения 

этой функции 
б) Пусть £ 6 , и функция / ( Х , х2)£Аа на множестве е моделирует Р4. 

Так как /(х1г х2)£Ах, то / ( х 1 ; х2) может быть получена из 4>ес1{х1, х2) путем 
суперпозиции. Если в этой суперпозиции участвуют функции (ре (хг, х2) и 
(ре (х1 ; х2) то / ( х 1 ; х2) = 0. Следовательно, в этой суперпозиции участ-
вуют только (рЕа (х1 ; х2) и <Ре,. + _(х1> ДЛЯ некоторого /. П о лемме 5 £Я( и Е„,+1, 
имеют не более двух общих элементов отличных от нуля ех и е2. Поэтому 
/(а1г а2)^0, если только а^{е е2} ( / = 1 , 2 ) . Следовательно, в суперпозиции 
может принимать участие только одна функция <рг (х1 ; х2) для некоторого /. 
Но это означает, что £ = еа.. Лемма доказана. 

Лемма 7. Если последовательности а и не эквивалентны, то Ах и Ар 

несравнимы. 
Доказательство. Пусть а и /? — неэквивалентные последовательности. 

Допустим, что Аа и Ар сравнимы. Пусть, например, Ар>Ах. Тогда в силу 
определения отношения > существует такое отображение 5:ел в ей, что: 

1. если е^ е}, то 
2. если е€ ТАа, то <5(е) € ТА/!. 
Рассмотрим последовательность множеств £^0, £рг, •••• Все они суть 

элементы ТА . Поэтому <5(еао), < 5 < 5 ( 0 ' ••• в СИЛУ 2- Должны быть элемен-
тами ТА. По. лемме 6 5(еа1), /=О, 1, 2, ... есть одно из множеств £ру Так как 
£„. и £а;+1 пересекаются, то 3(£а1) и ¿(еа,+1) также должны пересекаться. Н о это 
возможно только в том случае, если 3(еа.) есть некоторое £рр а <5(е̂ . + ̂  есть 

Отсюда и из 1. немедленно следует, что если <5 (£<*„) ^ е ^ , то д(вХ1) = £Рк^1,..., 
6(£ х ) = £рк+п, В силу построения по последовательностям а и /? множеств 
еХ1 и г0{ имеем: <х1 = Рк+и / = 0 , 1, 2, . . . , т. е. а и-/? — эквивалентные последова-
тельности. Это противоречит условию леммы. 

Лемма доказана. 
Рассмотрим следующее разбиение множества Е » 0 : Е ^ в = е о и е 1 , где £„ = 

= {О, 1, 3 , . . . , 2 г + 1 , . . ^ и ^ = (2,4, 6, . . . , 2 г , . . . } , г^0 .Множество£ 0 представим 

в виде 0 где в\= {0} и при к^2 е\= { к ( к - \ ) - 1 , к(к-1)+1, к(к-1) + 3, ..., 

к(к-1) + 2к-3). 
Определим функцию (рк(х1, х2), /с ё 2 , областью определения которой 
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является множество £«0Х а областью значений множество ej U {0}: 

imax (x j , х2) + 2 , если , x 2 ) £ e l x e l и 

х1т±к(к — 1) + 2к — 3 и х2т±к(к—Х) + 2к — Ъ\ 
<Рк(*i>x2) = к(к— 1)— 1, если (х1г Хг)€е*Хе* и либо x t = k(k— 1) + 2к — З г 

I либо х2 = к ( к - 1 ) + 2 к - 3 ; 
(О в остальных случаях. 

Через R обозначим замыкание множества [J t{%(XI, х2)}], где <PI(XI, х2) = 0. 
* = 1 

Легко видеть, что класс функций R является предельной логкой. 
Теорема 2. Максимальная мощность множества попарнонесравниыхм 

предельных логик равна континууму. е 
Доказательство. Заметим, что множество функций [А2 U R] является пр-и 

дельной логикой, так как R — предельная логика, а мощность класса Аа 
счетна. 

Легко видеть, что предельная логика R и класс функций Аа несравнимы. 
Из леммы 7 и из того, что любая суперпозиция, содержащая функции из R 
и из Аа(Ар), тождественно равна нулю, вытекает, что предельные логики 

и [A^J R] несравнимы. А континуальность семейства предельных 
логик {[/4aUi?]} вытекает из леммы 4. 

Теорема доказана. 
Автор выражает благодарность В. Б. Кудрявцеву за ценные советы и 

помощь, оказанную при работе. 

On the comparison of limit logics by the simulation 
of finite-valued logic 

A class of functional systems is considered known by the name "limit logics". In this class 
there is introduced a relation of partial ordering, which allows the comparison of different limit 
logics in the respect of their ability of simulating finite-valued logics. The existence of maximal 
and minimal elements with respect to this ordering is proved. 

It is also proved, that the family of the equivalence classes naturally generated by this ordering 
has the cardinality of continuum. 
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