Zur Theorie kommutativer Automaten

Von J. DUSKE

1. Ein Automat ist ein Tripel &/ =(4, F, 5). Hierbei ist A eine endliche Menge,.
die Zustandsmenge von &/, F ein Monoid mit Einselement e und 6: 4X F—~4 eine-
Abbildung, fiir die gilt:

Vacd, Vfi, LEF: 8(a, £, )=0(5(a, f), f2)

VacA :d(a, e) =a

Fiir 6(a, /) schreibt man kurz af. &/ =(4, F, ) heit kommutativ in a€4,.
wenn af; f,=af, f; fir alle f;, fo€F gilt. o/ heiBt kommutativ, wenn </ in allen
a€ A kommutativ ist.

o/ heiBt zyklisch, wenn es ein a€ 4 mit 4={af | f€ F} gibt. Ein solches acA’
heiBit ein erzeugendes Flement von &.

Eine Aquivalenzrelation ¢ auf A4 heiBt Relation mit S.E. (Substitutionseigen--
schaft), falls gilt: .

Va,,a,€A:(as, a)€0=V f€F:(a, f,a: [)€e

Die zugehorende Partition 4,={4,(a)lacA} von A heilit dann Partition mit:
S.E. bzgl. /. Hierbei ist 4,(a)={a’|(a, a’)€e}. Die Menge aller Relationen mit
S.E. bzgl. o bildet einen Verband R(&/) mit den in iiblicher Weise fiir Relationen
erkldrten Verbandsoperationen A, V.

Eine Relation ¢ mit S.E. bzgl. & heilit kommutativ, wenn Vacd, Vfy, f€F
gilt: (af1 fs, afs f1) € 0. Die Menge aller Relationen auf 4 mit S.E. bzgl. &, die kom-
mutativ sind, bildet einen Teilverband R, (&) von R(sf). g, sei das kleinste Element.
von R (). Mit A,={4, (a)la€ A} werde die zugehdrende Partition bezeichnet.
Der Quotientenautomat &, =&, =(A4,, F, 8,) mit §,(4,(a), f)=4,/(5(@, f)) ist.
kommutativ und heilit maximaler kommutativer Quotient von /.

Ist speziell F=X* das freie, von der endlichen Menge X erzeugte Monoid, dann.
wird &7 angegeben durch & =(4, X, J), wobei é eine Funktion von 4 X X nach A4 ist.
Durch (a, e)=a und &(a, wx)=56(8(a, w), x) fiir alle a€ A, x€X und weX™* wird.
6 zu einer Funktion von AXX™* nach 4 erweitert. o/ =(4, X, J) ist genau dann
kommutativ, wenn ax; x,=ax,Xx,; fir alle a€4 und alle x,, x,€X gilt. o, 14Bt sich.
in diesem Fall folgendermaBen berechnen:

und
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Man bilde fiir alle Paare (x;, x;) € XXX, x;7#X,, und fir alle ac 4 die Paare
{axyx,, ax,x,), und bestimme die kleinste Relation ¢ mit S.E. bzgl. &, die alle diese
Paare enthilt. Es ist dann ¢ =g,.

1.1. Beispiel. o7 =(A, X, J) sei gegeben durch (vgl. [8]):
4|1 23 456 A4={1,234,56)

x 4561 23 Xx={x)y)
y 312 56 4

& ist nicht kommutativ. Es gilt z.B. lxy=5 und lyx=6. Mit a={1,2, 3} und B=
={4, 5, 6} wird &, durch folgende Tafel gegeben:

dklaﬁ
X B a
y | a B

"~ Mit 5, werde die Projektion von & auf &, bezeichnet. Fiir die im folgenden
verwendeten Begriffe Homomorphismus, Isomorphismus, Automorphismus und
Automorphismengruppe vgl. man [4]. o, besitzt folgende universelle Eigenschaft:

1.2, Satz. Z=(B, F, 4,) sei ein kommutativer Automat und ¢:/ ~2 ein Homo-
morphismus von & nach #. Dann gibt es genau einen Homomorphismus ¢ :.<7, - 2,
so daB folgendes Diagramm kommutativ wird:

a2 g

A,
1.3. Lemma. o =(A, F, J) sei ein Automat, G(&) die Automorphismengruppe
von & und «€G (). Dann gilt:
Vay, a,€4: (ay, a)€ 0, = (¢(ay); #(ar))€0r
Beweis. Es gibt genau ein &€ G (&), so daB folgendes Diagramm kommutativ
wird : - _
A 4
”Lki lq " (I)

5&;—;“—»_,4,,‘

Aus (a,, a,)€ 0, folgt dann (e (@) = m(a(az)), also (a(ay), a(as))€ g .-

1.4. Lemma. & sei ein Automat. Die Abbildung, die jedem o€ G (/) das ein-
«deutig bestimmte &€ G (s,) zuordnet, fiir das (I) kommutativ wird, ist ein Homo-
morphismus von G (/) nach G ().
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Dieser Homomorphismus wird im folgenden mit 7 bezeichnet. o/ heifit streng
zusammenhéngend, wenn jedes a€ A ein erzeugendes Element von & ist. Fiir den im
folgenden verwendeten Begriff der Halbgruppe eines Automaten vgl. man [4], S. 239.

1.5. Satz. o/ =(4, F, J) sei streng zusammenhdngend. H sei der Kern von ,
und K die Kommutatorgruppe von G(&). Dann gilt K<1 H, d.h., K ist Normalteiler
von H.

Beweis. s, ist streng zusammenhidngend und kommutativ. Die Halbgruppe
S(s#,) von o, (vgl. [4]) ist kommutativ und isomorph zu G(&,) (vgl. [3]). Also ist
G (&/)/H kommutativ, und daher K< H.

Ist € H und a€ A, dann gilt:

n(e@)=n@)n@=n.(a), also (x(a),a)€o.
Auf Grund dieser Bemerkung ergibt sich:
1.6. Korollar. of =(A, F, 8) sei streng zusammenhingend. Fiir alle o, B€G ()

und alle a€ 4 gilt:
(B (a), B (@))€ o,

Beweis. Der Kommutator a~1 B~op liegt in H. Daher gilt (¢~1B~1aB(a), a)€o;
fiir alle a€ A.

2. In den folgenden Abschnitten wird F=X* angenommen. & =(4, X, 6) sei
zyklisch und a€ 4 ein erzeugendes Element. Man definiere folgende Rechtskongruenz

auf F: . ’ . R
Vi, LLEF: (f1, fDEC. & aft = af;

B, sei die zu g, gehdrende Menge von Blécken von F. &,=(B,, X, §,) mit 6,(B,(f),
J)=B.(f) ist isomorph zu <. Ein Isomorphismus wird gegeben durch x(a)=
=B,(f) mit a,=af. (£#,), ist isomorph zu <.

Zur Beschreibung von (&), definiere man zunichst folgende Kongruenz x
auf F: ) .

) Y, héF: (f, hyex & f = x; ...x, und

h =X ..x;,, wobei ij,...I,
eine Permutation von 1, ..., n ist.

Ein solches / soll Kommutant von f genannt werden, und mit k() wird die
Menge aller Kommutanten von f bezeichnet.

Sei nun t eine beliebige Rechtskongruenz mit endlichem Index auf F und B,
die zugehdrende Partition von F. #,=(B,, F, §,) wird in natiirlicher Weise definiert.
Die obere Grenze der Rechtskongruenzen x» und 7, v 7, bestimmt eine Relation
n auf B, mit S.E. bzgl. &, durch

(B.(f), B.(f))en & (fi,f)€x v fir alle fi,fEF.

Der Quotientenautomat von &, nach # ist isomorph zu &,y,,.

n ist kommutativ bzgl. &,. Seien dazu hy, h,€ F und B,(B.(f)) beliebig ausge-
wihlt. Es gilt dann B,(B.(f))hiho=B,(B.(f)hih;) = B,(B,(fh hs)). Weiter ist
(fhyhy, fhoh) €T v 2 also gilt (Br(fhlhz)’ Br(fh2hl))en'

2 Acta Cybernetica IIIfi
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Bezeichnet man wieder mit g, die kleinste kommutative Relation auf B, mit
S.E. bzgl. #,, dann ist also g, =#. Es gilt auch die umgekehrte Inklusion:

(B.(f), B.(f)n < (fr, f)ETVx
< 3y, by, ..., h,€F mit f; = hy,h, =f, und
( i—1> hI)E% Oder (hl -1 1)ET fﬁr iE[l. n]

Gilt (h, 1 h)€x, dann ist (B,(h;_y), B,(h))=(B.(e)h;i-1, B.(©)h)€g,. Gil
(hi—1, h)€t, dann ist B,(h;_,)=B (h,) Daraus fo]gt (B.(fD), B.( f2))€ 0y, und damit
=1, also ist (#,), isomorph zu &,

In #,=(B,, F, 6,) werde B, (e) als Anfangszustand und weiter eine Menge SC B,
als Menge von Endzustdnden ausgezeichnet. Der so bestimmte erkennende Automat

erkennt die Wortmenge
E = {f1B.(f)€S}

In #yv,=(B.v., F, 6,v,) zeichne man By, (e) als Anfangszustand und S,=
={B.v.(f)| f€E} als Menge von Endzustinden aus. Dieser Automat erkennt dann
die Wortmenge

= {h|B,yv,(WES) = {h3f€E mit (h, f)eTV x).

={h|3f€E und hck(f)} sei die kommutative Hiille von E Es ist ECE*CE’,
und €s gllt

=Ee U By.(f) = U B.(f)
fEE fEE

o J3(fi,f)€r mit 6 E* und f,€E,
< VheF giltraus (b, f1) €7 mit f,€k(f) fiir ein
SEE folgt: EIfEE mit A€k (f)

Man gehe nun von einer beliebigen Wortmenge ECX* aus. E ist genau dann
reguldr, wenn E Vereinigung von Aquivalenzklassen einer Rechtskongruenz 7 mit
endlichem Index auf F=X* ist. Fiir T kann man dann z.B. dei Myhill-Kongruenz
oder die Nerode-Rechtskongruenz wihlen (vgl. [7]). E” ist dann sicher regulir, und
man erhilt z.B.: .

2.1. Satz. EC X*=F sei regulér. Falls fiir alle 2 aus F und fiir alle f¢ E* gilt:

{VWEF: hwe¢E < fw€ E} = he€ EF,
dann ist £* reguldr.

EC X*=F sei eine reguldre Menge, und &/ (F) die Menge aller endlichen er-
kennenden Automaten, die E erkennen; und deren Anfangszustand ein erzeugendes
Element ist. k(=7 (E)) sei die Menge aller maximalen kommutativen Quotienten von
Automaten aus o (F). Es gilt:

2.2. Satz. E sei regulir. E* ist genau dann reguldr, wenn E* von einem Automa-
ten aus k(& (E)) erkannt wird.
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Beweis. E* sei reguldr. ¢ sei die Myhill Kongruenz von E und y die Myhill-
Kongruenz von E*. 1=0 Ay besitzt einen endlichen Index. E ist Vereinigung von
Aquivalenzklassen bzgl. 7. Es ist also &,=(B,, F, §,)€s (E). (Als Anfangszustand
ist wieder B,(e) und als Menge von Endzustinden ist {B.(f)| f€ E} gewahlt). (#),=
=(B,vyxs F, 8,v,) ist aus k(.sz{(E)) und erkennt

= U rVn(f) g E* = U Bx(.f)
fEE f€E .
Es ist y=y v %, also x=7y. Da auch 1=y gilt, folgt T v =y, und damit

= U Bth(f) g Ek, also E/ = Ek.
fEE
Es gilt weiter:

2.3. Satz. ECX*=F sei regulir. E* ist genau dann regulir, wenn es eine
Rechtskongruenz 7 mit endlichen Index auf F gibt, fiir die gilt:

(a) E ist Vereinigung von Aquivalenzklassen bzgl. t

(b) VHEF, ¥ fEE* gilt: (h,f)€T = h€E*

Beweis. E* sei reguldr. Wihle dann wie im vorangehenden Beweis. Es mége
umgekehrt ein t existieren, das die Bedingungen des Satzes erfiillt. Dann wird E*
von (B,, F, 8,) erkannt.

3. G(«) sei die- Automorphismengruppe von &/ =(4, F, 6). Fiir Untergruppen
- Jvon G(&f) ist dann ein Quotientenautomat &//J von & definiert. Die Zustinde
von &7/J sind gerade die Transitivitidtsklassen von 4 bzgl. J (vgl. [4]). o//G(F) ist
genau dann kommutativ, wenn jeder Block bzgl. g, in einer Transitivititsklasse
bzgl. G(&) enthalten ist. Hierbei ist ¢, wieder die kleinste kommutative Relatlon
auf A mit S.E. bzgl. . ‘-

&/ sei zyklisch und a€ 4 ein erzeugendes Element von /. Ist (a;, a5)€ g4, dann
gibt es Zustinde z,=ay, 2,, .. =a, und gy, g, ..., € F mit z;=ag; fiir ic{l:1]
und g;,.,€k(g) fir ie[1:7-1]. Es ist also &7/G (&) genau dann kommutativ, wenn
es fiir alle f¢ F und g€k (f) ein a € G (/) mit a(af)=a(a) f=ag gibt. Ist &7 transitiv
(vgl. [4]), dann ist diese Bedingung sicher erfiillt. Ist B(a) die Transitivitatsklasse
bzgl. G(&7), in der a liegt, dann kann man diese Bedingung auch folgendermafBen
formulieren:

Fiir alle f¢ F und gck(f) gibt es ein a,€ B(a) mit af=a, g.

H sei wie in 1. der Kern des Homomorphismus zn: G(&f)—~ G(«,). Die Tran-
sitivitdtsklassen von 4 bzgl. H sind ganz in den Bldcken bzgl. g, enthalten. Es gilt:

3.1. Satz. o/ sei streng zusammenhingend und #//G(«f) kommutativ. Dann
ist o, =/ [H.

Beweis. Die Blocke bzgl. g, sind in diesem Fall gerade die Transitivitdtsklassen
von A bzgl. H. Seien dazu (a,; a,)€ 0. Es gibt ein «€ G (&) mit o (a;)=a,. Es geniigt
jetzt zu zeigen, daB '« aus H ist. Da o streng zusammenhéngend ist, ist a, ein erzeugen-
des Element von /. B=n,(a,) ist dann ein erzeugendes Element von &,. Fiir =
=n(x) gilt:

&(B)=a(n(ap)=m(a(ay))=n,(a;)=B, und daher ist & die identische Abbil-
dung von &,.

2%
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H besitzt folgende ausgezeichnete Stellung unter allen Untergruppen J von
G (), fiir die «//J kommutativ ist. Es gilt (vgl. [1]):

3.2. Satz. & sei streng zusammenhdngend und transitiv. J sei eine Untergruppe
von G(&), und #//J sei kommutativ. Dann ist H eine Untergruppe von J.

4, Ist S ein Monoid und ¢ eine Kongruenz auf S, dann heilt & genau dann
kommutativ, wenn S/ ein kommutatives Monoid ist, d.h., genau dann, wenn
(5182, S35 €0 fiir alle s,, 5,€.5 gilt. Der Durchschnitt ¢ aller kommutativen Kon-
gruenzen auf S ist kommutativ. S, = S/¢ heit maximales kommutatives Bild von S.
Mit =, werde die Projektion von S auf S, bezeichnet. S, besitzt folgende universelle
Eigenschaft (vgl. [2]): .

" Ist ¢: S—§ ein Homomorphismus auf ein kommutatives Monoid S, dann gibt
es genau einen Homomorphismus @: S, —~ S, so daB folgendes Diagramm kommu-
tativ wird:

S—*F 53

Mit S(&/) und S(&,) bezeichne man die Halbgruppen von &/ und o7,. S()
ist homomorphes Bild von S(&). Mit S, (/) bezeichne man das maximale homo-
morphe kommutative Bild von S(&). S (&) ist homomorphes Bild von S, (),
im allgemeinen sind diese Halbgruppen jedoch nicht isomorph, wie das folgende
Beispiel zeigt.

4.1. Beispiel. o/ sei gegeben durch:

A|a b
0|la a
1|56 b

& ist nicht kommutativ, und &7, besitzt genau einen Zustand. Die Halbgruppe S(%)
von & ergibt sich zu:

S| e 0 1
e | 01
0 |00 I
1 |1 0 1

Die Teilmengen D= {0, 1} und E= {g} bestimmen eine Kongruenz ¢ auf S(«).
S(sf)/e ist kommutativ und gleich S, ().

S, () E D
E |E D
D |D D

In diesem Fall ist also S, (/) nicht isomorph zu S(,).
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& heiBt transitiv, wenn es fiir je zwei Zustdnde a,, a,€ 4 ein « € G () mit a(a,) =
=a, gibt. Ist o transitiv, dann ist auch &, transitiv. Seien dazu #,(e;) und #,(a,)
zwei Zustdnde von &7, und a(a;)=a, fir ein a€¢ G(). Dann gilt:

& (1 (@) = il (@) =mn(a,) mit G=n(@2)EG(H)
4.2. Satz. Ist o/ zyklisch und transitiv, dann ist S(s/) isomorph zu S(s4).

Beweis. ac A sei ein erzeugendes Element von & und t1=gp,. & ist isomorph zZu
., es geniigt daher zu zeigen, daB S,(#,) isomorph zu S(%y,) ist. #, und &,
sind transitiv und damit zustandsunabhingig (vgl. [4]). Also ist S(/,) Flt und-
S(Z.v,)=F/t v ». Die kleinste kommutative Kongruenz auf F/r werde mit ¢ bezeich-
net. Dann ist S, (%,)=(F/7)/e. Mann zeigt leicht (vgl. den Beginn von 2.), daB (F/7)/¢
isomorph zu F/t v » ist, womit der Satz bewiesen ist.

4.3, Beispiél. &/ aus 1.1. erfiillt die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes.
Fiir S(o7) ergibt sich die symmetrische Gruppe S; (vgl. [8]).

e ¥y X W X ¥x
e e 3 % oy »x
y |y W yx e ¥Yx X
X |x yxe yx w7y
W |y e yYxy I %
VX |3x Xy Px e
V¥ | xyx 3y Xy e

Die Kommutatorgruppe der S; ist {e, ¥, yy}. Die Faktorgruppe nach der Kom-
mutatorgruppe wird dann gegeben durch:

S| E G
E [E G
G |G E

mit E={&, ¥, yy} und G={X, %, y*x}. Fiir die Halbgruppe S() ergibt sich

Sl e x
e |e x-
¥ | X e

S(s#,) ist also isomorph zu S ().

5. Fiir die im folgenden verwendeten Begriffe (redu21erter) Mealyautomat und
Automatenabbildung vgl. man [4]. #=(4, X, Y, , 1) sei ein Mealyautomat und
o =(A, X, ) der zugehérende (Zustands-) Automat. (4 braucht nicht notwendig
endlich zu sein. X und Y sollen jedoch immer endliche Alphabete sein.) A wird auf
AX X durch A(a, wx)=A(d(a, w), x) fiir alle a€ A, x€ X und we X * erweitert. Hierbei
ist Xi=X"*—{e}.
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5.1. Definition. 4/ =(A, X, Y, d,7) heiBt fast-kommutativ, wenn 2(a, x;x, f)=
=M(a, x,x, f) fir alle x;, x,€ X, fEX?Y und a€ 4 gilt.

Wenn .# fast kommutativ ist, dann gilt natiirlich auch Z(a, px,x, f)=
=A(a, px,x, f)fiir alle p€ X * und fiir alle a, x,, x, und f wie oben. Der durch folgende
Tafel gegebene Mealyautomat ist z.B. fast-kommutativ:

M| a b
_ (a,x) (a,x)
1| &,y (byy)

5.2. Satz. #£=(4,X,Y,9d,2) sei fast-kommutativ, und #,=(4,, X, Y, 9d,, 2)
sei der zu 4 gehorende reduzierte Mealyautomat. Dann ist &, =(4,, X, §,) kommu-
tativ.

Beweis. h sei die Projektion von .# auf ./#,. Falls &, nicht kommutativ ist,
dann gilt:

3z€A, und 3 x, x,€X mit  8,(Z, x1%5) # 6,(Z, XoXy)-
Man wihle ein z€ 4 mit /(z)=Z aus. Es sei

zy = 6(z,x1x) und - A(z) = Z, = 8,(Z, x1x3)
und ‘
Zy = 6(z,Xoxy) und h(z,) = Z, = 6,(Z, Xa%y)

Da #, reduziert und z,#Z, ist, gibt es ein fe X} mit 4.z, f)¢} (z5, f), woraus
sich /1(21, f)Y=A(ze, f) oder A(z, x x, [)=A(z, xox, f) ergibt, im Wlderspruch zur
Voraussetzung iiber ..

Mit Hilfe dieses Satzes ergibt sich sofort:

5.3. Korollar. M =(A4, X, Y, 0, 4) sei fast-kommutativ. Dann gilt:
Vp,qeX*, VreXE VacA:(a,pgr) = A(a,qpr)

Ist ein Mealyautomat .# =(A4, X, ¥, 6, 1) gegeben, dann definiere man fiir jeden
Zustand a€ 4 eine Abbildung 2,: X *— Y™* durch

La(e) =e
und
VueX* VxeX:2,(ux) = A,(u) A(6(a, u), x).

A, ist eine Automatenabbildung (vgl. [4]), und jede Automatenabbildung o: X* ~ Y*
kann als 2, fiir einen geeigneten Mealyautomaten .# und ein geeignetes a€ 4 dar-
gestellt werden. Man sagt dann,.daBl a€A4 die Abbildung « induziert. Fiir we X *
sei im folgenden w der letzte Buchstabe von w (2=¢).

Ist ®: X*— Y* eine Automatenabbildung, dann kann man fiir jedes p€ X * eine
Automatenabbildung o,: X*— Y* durch «(pu)=a(p)a, (u) fiir alle u€ X* definieren.
Setzt man 4 ﬂ{ocp[péX*} 5(ocp,x)—a und A(a,, x)= a(px) fiir alle a,€4, und
x€X, dann ist #,=(4,, X, Y, 8, 1) cin reduzierter Mealyautomat, und ae—ozE A,
induziert o.

5.4. Definition. Eine Automatenabbildung o: X*—~Y™* heiBBt fast-kommutativ,
wenn a(px, X, f)=a(px,x, f) fiir alle x;, x,€ X, fEX? und pc X * gilt.
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Ist « fast-kommutativ, dann ist der oben definierte Mealyautomat .#, fast-
kommutativ, denn es gilt:

).(0(1,, xlxzf) = A(a(ap’ xlxz)’f) = ;"(apxlx23 f) =

= a(pxyXo f) = a(pxox, f) = 20y, X3 X1 f)

A, =(4,, X, 9) ist also kommutativ.
Zustinde von fast-kommutativen Mealyautomaten induzieren fast-kommutative
Automatenabbildungen. Es gilt also:

5.5. Satz. Die Automatenabbildung «: X *—Y* ist genau dann fast-kommutativ,”
wenn sie durch einen Zustand eines fast-kommutativen Mealyautomaten 4=
=(4, X, Y, 8, 7) induziert wird, fiir den &/ =(4, X, ) kommutativ ist.

Summary

To every finite automaton /=(4, F, ) we shall define a minimal commutative congruence
o« and a maximal commutative quotient-automaton = (Ae, F, 8x). After investigating some
properties of g« and A, we shall give conditions for the regularity of the commutative closure of
a regular event. Connections between S(2f) and S(&#.), the semigroups of & and ., will be studied.
Finally some remarks are made concerning quasi-commutativity of Mealy-automata and automaton-
mappings.
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