Verallgemeinerte Superposition bei biniiren Automaten

Vop M. GosseL und H. D. Mobprow

Das groBe Interesse, das die linearen Automaten innerhalb der Automaten-
theorie gefunden haben, beruht zu einem erheblichen Teil auf der Giiltigkeit des
Superpositionsprinzips bezlglich der Addition. Aufgrund der Giiltigkeit dieses
Prinzips ist z. B. das Input-Output-Verhalten eines linearen Automaten (fiir den
Initialzustand 0) mit eindimensionalem Input schon durch die sog ,,Impulsantwort
des Automaten vollstindig bestimmt, s. z. B. [1}.

Ausgehend vom Superpositionsprinzip fiir lineare Automaten mit eindimensio-
nalem Input und Output iiber GF(2) wird in der vorliegenden Arbeit untersucht,
inwieweit sich dieses Prinzip von der Operation + (Addition modulo 2, Antivalenz)
auch auf andere Operationen (Boolesche Funktionen) und Automatenklassen
ibertragen 148t.

Ein Ansatz fiir die Ubertragung des Superpositionsprinzips auf andere Boolesche
Funktionen findet sich in [2]. Dort wird gezeigt, daB8 fiir sog. ,,disjunktive” Auto-
maten, die in Analogie zu den linearen Automaten eingefiihrt werden, das Super-
positionsprinzip fir die Disjunktion gilt.

In der vorliegenden Arbeit wird nicht von gegebenen Automatenklassen aus-
gegangen, sondern es wird fiir jede zweistellige Boolesche Funktion die Klasse aller
Automaten charakterisiert, die dem Superpositionsprinzip bzgl. dieser Booleschen
Funktion geniigen. Diese Charakterisierung ist nicht explizit zustandsabhéingig. Eine
derartige Beschreibung auf der Grundlage der hier gegebenen- Charakterisierung .
“findet sich in [3]. .

In dieser Note werden nur 1n1t1ale vollstdndig definierte synchrone Automaten
A=[X, Y, Z, z,, 6, )] mit X=Y={0, 1}, z,€ Z betrachtet. Diese Automaten werden
bindre Automaten genannt. Ist A=[X, Y, Z, z,, 4, 1] ein bindrer Automat, so be-
zeichnen wir den letzten von U ausgegebenen Buchstaben (aus Y={0, 1}) nach
Eingabe eines nicht leeren Wortes p=x,...x, (¢=1) durch g¥(x,, ..., X,), :

g;u(xla (X3 xt) = Dfl(a(ZOs X ... xt—l), xt)'

Damit is U ein System {g¥|t=1,2, ...} von Booleschen Funktionen zugeordnet;
g': {0, 1}~ {0, 1}.
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Definition. [Es bezeichne F eine zweistellige Boolesche Funktion, F: {0, 1}>—
—~{0,'1}. Dann nennen wir einen bmaren Automaten U F-superponierbar, wenn fiir
jedes =1 gilt:

gH(F (1, X1 -or F(x,, x0)) = F(g%(xy, ..» %), 82(x1, -0y X)) )
. (xl, . ;X,, xl, . ,X¢ E{O 1})

Unmlttelbar einsichtig ist, daB ein bindrer Automat U F-superpomerbar fiir
jede 2-stellige Boolesche Funktion F ist, wenn er die folgende Eigenschaft besitzt:
" Es gibt eine eindeutige Abbildung 14: Nzt —~Nz* 1) mit 14(t)=t, so daB

R gtm(xl’ AR xr) = Xog () . ) (2)

fiir jedes t,t=1, xy, ..., x,€{0, 1} gilt. Fir einen solchen Automaten ist also in
-jedem Takt ¢ die Funktion g¥ die Projektion auf eine (die 74(7)-te) Variable. In
jedem Takt ¢ wird von U einer der bisher eingegebenen Inputs ausgewihit und als
Output direkt ausgegeben.

Automaten, fir die (2) gilt, nennen wir auswdhlende Automaten; die Klasse
aller dieser Automaten bezeichnen wir durch &7, ...

Man zeigt nun umgekehrt auch leicht, daB nur Automaten aus 7, F- -super-
- ponierbar fiir jede 2-stellige Boolesche Funktion sind.

Dazu stellen wir jede Funktion g¥ (¢=1) in ihrer antivalenten Normalform dar:

g (X5 - B) = ap+ D X+ D a;eXix;+ ..

1=ist 1=i<j=t

Ay X X 3)

dabei bezeichnet + die Antivalenz (Addition modulo 2), - die Konjunktion (Multlph-
katlon) — im folgenden wird das Zeichen - nicht geschrieben —, und die a,, ay, ..., a;,
Quas o> Gp1,p Qrogs oo By sind feste Koeffizienten aus {0, 1}. Die Darstellung (3)
einer ¢-stelligen Booleschen Funkfion ist eindeutig; vgl. [5].

Verschwinden nun in (3) alle Koeffizienten, so widerspriache dies der voraus-
gesetzten =-Superponierbarkeit (vgl. Tab. 1) von U; denn dann wire

0= g¥(, ..., 0)
- = (g;ll(o, s 0) = gt[(l ))
=(0=0)
=1. '

Wire in (3) ‘a,=1, so widerspriche dies der vorausgesetzten + -Superponier-

- barkeit von 2 ; denn dann wire ’

1 =g"0,...,0) = g, ..., 00+ g0, ...,0) = 1+1 = 0.

Wir nehmen nun an, es wire q;=d,=...=a,=0. Dann muB} es einen nicht-ver-
schwindenden Koeffizienten q; mit 1<k=¢ geben; o0B.d.A. sei k& minimal

1.0k

5 Nzt=pell1,2,3, ...} S
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und @; ,=1. Wegen der +-Superponierbarkeit von U gilt aber
g*(,...,1,0,...,0) = g%, 1, ..., 1,0, ..., 00+ g¥(1, 0, ..., 0).
e et o’
k w k—1
Nach unserer Annahme wéire aber
g2, .., 1,0,...,0)=a, ,-1¥=1, g¥0,1,..,1,0,..,0)=0=g¥I,0, ..., 0).
k k—1

Aus diesem Widerspruch folgt, dall es mindestens ein T (1 =t=¢) mita,=1 geben mus.

Gibe es nun zwei verschiedene nicht-verschwindende Koeffizienten mit je
einem Index, etwa a;=a,=1, so folgte wegen der vorausgesetzten +-Super-
ponierbarkeit von A

g'(1,1,0,...,0) = g#(1,0,...,0)+¢/(0, 1,0, ...,0) =1+1=0
und damit wegen der v -Superponierbarkeit von U« . '
0=g¥(1,1,0,...,0) = g¥(1,0,...,0) v g(0,1,0,...,0) =1 v I =1.

Es gibt also hochstens — und damit genau —- einen nicht verschwindenden Koeffi-
zienten a, mit 1=t=¢ in (3).

Wir nehmen nun an, es gibe einen nicht-verschwindenden Koeffizienten
i, mit £=2; 0.B.d.A. sei k¥ minimal, a; ,=1.

Fall 1. t=k. O.B.d.A. sei t1=1, also ¢;=1, q; ;=1. Dann folgt der Wider-
spruch '

ai1 .

0=a+a, =g .., 1,0,...,0)
k

= g¥(1,0, ..., 0)+g%(0, 1, ..., 1,0, ..., 0)
k-1

= a1+0 = 1.
Fall 2. t=>k. O.B.d.A. sei t=t¢. Dann folgt der Widerspruch

0=a, ,+a =g¥"1,..10,...,0,1)
k

= ¢%(1,0, ...,0)+¢%(0, 1, ..., 1,0, ...,0, 1)
k-1
=0+a,=1.
Damit ist gezeigt:

Satz 1. Ein bindrer Automat U ist fiir jede zweistellige Boolesche Funktion F
F-superponierbar genau dann, wenn WeE Ly, ist.
Aus dem Beweis folgt sogar:

Korollar. Ist ein binirer Automat +-, v- und =-superponierbar, so
ist er fiir jede zweistellige Boolesche Funktion F F-superponierbar.
(Dies ergibt sich auch unmittetbar aus dem unabhingig bewiesenen Satz 6.)

7 Acta Cybernetica 1112
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Tabelle 1
Die zweistelligen Booleschen Funktionen

Die Funktionen sind nach den Koeffizienten ihrer antivalenten
Normalform geordnet: F(x;,x;) = Ag+Ayx;+ Ao Xo+ A1z X1 5.

Im unteren Teil sind die Wertetabellen angegeben

FO Fl F2 F3 F4 F5§F5 F7 FB FB FIO Fll Fl2 F13 Fl4 Fl5
Ao 01010 1:01 01 01 0 1 0 1
Ay 0 0 110 0:1 10 0 1 1 0 0 1 1
A, 00 001 1:1 100 0 0 1 1 1 1
A o0 0 0 00:001T 1 1 1 1 1 1 1
Zeichent 0 1 x; % x, Xi+4+ = A - \YZ
X; X
00 01010 1:01 01 0 1 0 1 0 1
1 0 01100 1:1 001 1 0 0 1 1 O
01 610110:1 001 01 1 01 0
1 1 61101 0:011 0 0 1 0 1 1 o0

Im folgenden soll fiir jede der 16 zweistelligen Booleschen Funktionen F;,
i=0,...,15 (vgl. Tab. 1), die Klasse derjenigen biniren Automaten angegeben
werden, die Fj-superponierbar sind.

Zunichst ergibt sich fiir die nicht echt von zwei Variablen abhiingigen Funk-
tionen Fy, ..., F; (s. Tab. 1) der

Satz 2. Es sei N ein bindrer Automat. Dann gilt:
1. Jeder bindre Automat ist Fy- und Fy-superponierbar.
2. U ist Fy-superponierbar genau dann, wenn fiir jedes t=1 g3 (0, ..., 0)=0 gils.
U ist F-superponierbar genau dann, wenn fiir jedes t=1 gilt: g¥(1,...,1)=1.
3. W ist Fy- bzw. Fy-superponierbar genau dann, wenn fiir jedes t=1 die Funktion
“g¥ selbstdual ist, d.h. wenn fiir jedes x,, ..., x,€ {0, 1} gilt:

gtm(xla LAt xt) = g?l(xla --"')_Ct)'

Um zu Aussagen fiir die echt von 2 Variablen abhédngigen Funktionen Fy, ..., F;
zu kommen, ordnen wir jeder Funktion g¥, jeder (partiellen) Belegung b der ¢
Variablen von g, t=3, mit r—2 fixierten Werten und jedem F¢{F, ..., Fy;} zwei

~zweistellige Boolesche Funktionen G? und H2, folgendermafBien zu.

Ist b=[x, X5, x3, ..., x7] mit x3, ..., x7€{0, 1} (0.B.d.A sind hier gerade den
letzten z—2 Variablen fixierte Werte zugeordnet), so sei

_Gb(xh x2) = Df gtm(xla X2, ng [RREY X?), (4)

HP(xy, X9) = p¢ g;u(xh Xp, F(x3,x3), ..., F(x7, x?)). &)
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Ist A nun F-superponierbar, so mull nach (1) fiir jede derartige Belegung b und
jedes x;, x1, x,, x5€ {0, 1} gelten:

H}é(F(xl’ x;)a F(x27 Xé)) = F(Gb(xb xz)s Gb(x{a xé)) - (6)'

Ausgehend von (6) werden wir die Automatenklassen bestimmen, die F-super-
ponierbar sind, F;€{Fg, ..., Fy;}. Wir setzen G*=G, H=H und stellen, F, G, H
in antivalenter Normalform dar.

F(x1, %) = Ag+ A1 %+ 4, x‘2‘+A12 Xy Xa,
G(xy, Xp) = By+ By X1+ By Xo+ By Xy Xz,
H(xy1, x5) = bo+ by X1+ by X+ b1y X1 Xy @)

mit Ay, A, Ag, A1s, By, Bl, By, By, by, by, by, b12€{0,1}. Aus (6) und (7) ergibt .
sich dann (8):

Jede Funktion F€{F, ...,

F(G(x1, x5), G(x7, x3)) = H(F(x;,x1), F(xy, x3))
= Ag+ Ay By+ A3 By+ Ay, B, = by+ by Ag+ by Ag+ b1y A,
+x,(A; By + A1, By B)) +x1(by A1+ b1 AgAy)
+ x5,(A; By 4+ A12 By By) +x5(by A1+ by Ag Ay
+x1(Ay B+ A By By) +x1(by A+ bip Ay A,)
+x;(AzB2+AlgBoBg)‘ - +x5(boAy+bis AgAs)
4+ x1X5(A4, Bya+ A1 By Bys) +x1X5(b15 Ay)
+ X, X5 (Az Bro+ A1 Bo Bro) +x{x(brads)
+X;x1(A15B) +x1x1(by Ay +bip Ay Ary)
+x,x;(A,, B, By) +x,x1 (b1 Ay A5)
+x1%; (AHBIBZ) +x,%5(byy A1 Ag)
+x5x5(A12By) + X, x5(by Ays+ b1s Ag Ass)
+x,%x5%x1 (A2 B12 BY) Fx1 XX (b1 412 4D
+ X1 X5 %5 (A15 815 By) +x, %5 X5(b1s A1 Ay)
+%, X, X3 (A1 B1o By) + X, X7%5 (b1p Ayp Ap)
+ X5 X3 X3 (A2 B12 By) +x5x7x5(b1p A1a As)
+ X, X, X3 X3(A12 Byo). X1 %o X, X5 (A12 bro)- ®

Fy} ist in (7) und (8) durch Vorgabe der Koeffizienten

Ay, Ay, Ay, A5 festgelegt.
(8) gilt genau dann, wenn die Koeffizienten an gleichen Variablenkombinationen
gleich sind; und aus (8) ergibt sich gleichwertig ein System von 16 Gleichungen

7*
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fiir die Koeffizienten B,, B,, B,, Bis, by, b, b, by, der antivalenten Normalform
von G und H. Aus (8) bestimmen wir zunichst G und H und schlieBen dann auf
g8 (%1, X3, ..., x,) fiir jedes t=1.

Wir wollen das allgemeine Verfahren am Beispiel der Funktionen Fg und
anschlieBend F,, (vgl. Tab. 1) ausfiihrlich darstellen.

Es gilt Fg(x;, xo) = x;+x, und somit A,=4,,=0, 4,=A4,=1. Damit erhalten
wir aus (8)
by,=0, B,,=0, By=by,, B,=b, by=0.

Losungen sind somit
H(xy, X5) = byxy+byx,, ®

G (xy, Xo) = By+byx; + by xs. (10

- Um auf g (xy, ..., x;) zu schlieBen, stellen wir gi' wieder in antivalenter Normal-
form (3) dar:

gl(xy, s X) = ag+ X a3 axiXpb .. +ay XX,

1=i=t 1si<jst
Mit Fg(x, x)=x+x=0 und (5) gilt
H(x1, %) = g*(x1, %2, 0, ..., 0). 1)

Wegen H(0,0)=0 (nach (9)) ergibt sich aus (11), (9), (3): @p=0
Wir nehmen nun an, es gibe einen Koeffizienten a;, k-1 mit k=2; k sei
minimal. O.B.d.A. sei a;5 k—l Es gilt dann fiir die spezxelle (partle]le) Bele-
gung b=[x;, X3, 1, ..., 1,0, ..., 0] die Bezichung g¥(b)=c,x;+ CoXy+Co+X, X, mit
—_J

Cos €1, €26 {0, 1} im Widerspruch zu (10), (4). Damit hat g¥* die Form
gl (xy, o x)= 2 a;x; mit aq,..,a,{0,1} (12)

1=i=t

Da man unmittelbar iiberprift, daB jeder Automat U, fiir den g¥ die Bedingung (12)
erfiillt, 4 -superponierbar ist (d-h. (D) geniigt), ist gezeigt:

Satz 3. Ein bindrer Automat W ist +-superponierbar genau dann, wenn es
fiir jedes t=1 Koeffizienten a?, ..., al €{0, 1} so gibt, a’aﬁ Stets gilt:

g Xy, o X)) = Za(')x

Wir betrachten jetzt die Disjunktion (Fy, in Tab. 1). Es gilt
Fia(xy, Xo) = X1 V Xp = Xy +Xa+ X1 * Xo;
Ay =0, A, =A,= A, =1
Aus (8) ergeben sich fiir G(x,, x,) die 5 Losungen G,, G,, G;, G,, G;:
Gi(x1, %) =0, Gu(xy, x9) =1,
Ga(x1, X2) = X1, Gq(X1, X2) = Xz, o
G5(x1, X)) = X1+ X5+ X1 X (13)
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und H=G. Um auf g¥(x,, ..., x;) zu. schheBen gehen wir wieder von der anti-
valenten Normalform (3) aus.

Fall 1. ay,=1. — Wir nehmen an, es gébe einen von q, verschiedenen nicht-
verschwindenden Koeffizienten a; ;, k=1; o.B.d.A. sei k minimal a =1
Fiir k=1 ergibt sich g¥(x,, O, 0)— 14 x, und fiir k=2: g%(x,, X5, 0, ..., 0)=1+x,%,
im Widerspruch zu (13). Im Fall ay=1 verschwinden also alle anderen Koefﬁ21enten

Fall 2. a,=0. — Es sei 0.B.dA. gy=...=q,=1, @ 1=...=a,=0N, 0=k=t.
Wir zeigen zunichst:

a;, =0, falls i,=k (I=2). (14.1)

Wir nehmen, (14.1) gilt nicht und betrachten einen Koeffizienten aq;, _;, mita; ;=1
i,>k, [=2, I minimal. O.B.d.A. sei Aui1. me1=1, 122, m+I=>k,  minimal. Dann gilt.
g0, .., 0, X1 Ly ooy L, X1, 0, . 0) =Cy X4 1 + X 41 X4+ Co mit Gy, Co€ {0, 1}
1m deerspruch zu (13) Damlt ist (14 1) nachgewiesen; g2 hingt von den Variablen
X1y ooos Xy nicht ab.
W1r zeigen nun:

a, =1, fals i,=k (I=2). - (14.2)
Fiir k<2 ist nichts zu zeigen. Es sei jetzt k=2. Wir nehmen an, (14.2) gilt nicht
und betrachten einen Koeffizienten a;, mit /=2, iy=k, a; ;=0, | minimal.

O.B.d.A.seiq, ,;=0,2=l=k, lmmlmal Dann ist im Fall /= 2g, (xl,xz, y . O)=
=x; +x, im Widerspruch zu (13). Im Fall /=2 gilt

gt(x15x2’ 3 .. a1>0 )=
-2

1-2 1-2 1-3
= 2 ()+0a+x) 3 D+ xxe J ()=14+x%,
i=1 i=0 i=0

1
wegen (5}=2"=0 (mod. 2). Mit diesem Widerspruch zu (13) ist (14.2) veri-
i=0
fiziert; Koeffizienten, deren simtliche Indizes zwischen 1 und % liegen, verschwinden
nicht.
Gilt also nicht g¥=1, so 148t sich g¥ allgemein schreiben in der Form

gl (X1, s X)) = Zx + 2 xxi+.o+ [ x, (15)
1=i<j=t il
Ljer

wobei IS {1, ..., t} ist. Gilt (15), so ist ‘
' 1, fallsesein i€l mit x;=1 gibt,
g}‘(xl, o X = 0 sonst; ‘

d.h., (15) 1aBt sich auch schreiben in der Form
g1, 0 ) = V. %o (16)
Man priift sofort nach, daB die konstanten Funktionen mit dem Wert 1 und die

durch (16) festgelegten Funktlonen tatsachlxch v -superponierbar sind. Damlt haben
wir gezeigt:
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Satz 4. Ein bindrer Automat W ist v -superponierbar genau dann, wenn fiir jedes
t=1 gilt: g¥(x,, ..., x))=1 oder es gibt Koeffizienten af®, ..., a® €{0, 1} so, dap gilt:

t
g;u(xla coey xr) = ‘V1 a,’(')X,-.
i=

Mit der Beweismethode zu Satz 3 bzw. Satz 4 zeigt man weiter:

Satz 5. Ein bindrer Automat W ist
a) Fi-superponierbar (= -superponierbar)
b) Fg-superponierbar ( A -superponierbar)
c) Fy-superponierbar
d) Fi,-superponierbar
e) Fy-superponierbar (—-superponierbar)
f) Fi,-superponierbar
g) Fis-superponierbar
h) Fis-superponierbar,
genau dann, wenn fiir jedes t=1 gilt:

Fiir die Koeffizienten ay, ay, ..., a;, 4y, ..., ay_; in der antivalenten Normalform
n
von g,

t
a —
g (xy, on X) = ag+ 2 aixi+ 2 Ay ip Xy XigT oAy Xq o0 Xy,
i=1 1sij<ipst
gilt:

1
a) ay+ 2 a;=1 und alle Koeffizienten mit mehr als einem Index verschwinden
i=1

b) Hdchstens einer der Koeffizienten verschwindet nicht

¢) Es verschwindet genau ein Koeffizient nicht, dies ist einer der Koeffizienten ay, ..., a,
(dh. NeA 5w)

d) Es verschwindet hichstens ein Koeffizient nicht, dies ist dann einer der Koeffizienten
ays ..es G

e) Esverschwindet genau ein Koeffizient nicht, dies ist einer der Koeffizienten ay, ..., a,, a,

f) wie d) .

g) wiee)

h) wie c).

Nennen wir einen bindren Automaten wesentlich, wenn es ein t=2 so gibt,
daB die Funktion g¥(x,, ..., x,) von mindestens 2 Variablen echt abhiingt, so gilt:

Satz 6.
1. Es gibt keine wesentlichen bindren Automaten, die Fy-, Fyy-, Fy-, Fio-, Fisg-oder
F;-superponierbar sind.
2. Ein wesentlicher bindrer Automat W ist
a) +-superponierbar (Fy)
b) =-superponierbar (F;)
c) A -superponierbar (Fg) bzw.
d) v -superponierbar (F,,)
genau dann, wenn es fiir jedes t=1 eine Menge LS {1, ..., t} so gibt, dap
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a) g;ll(xla "'yxt)— 2x~

icI,
b) ggl(xl’---’xt): = xi
) iel,
) g¥(xy,.r X)) = x; oder g¥(xy,...,x)=0 bzw.
icl,
d) g;n(xl, ---’xr) = xi Oder g?l(xl’ vy xt) = 1
iel,
gllt (vgl. Tab. 1); dabei ist D x;=\ x;=0, = x;= Ax;=1.

icQ icd ic )

Die im Satz 6.2 charakterisierten wesentlichen biniren Automaten werden
in [3, 4] explizit zustandsabhédngig charakterisiert.

Kurzfassung

Ausgehend vom Superpositionsprinzip fiir lineare Automaten mit eindimen-
sionalem Input und Output iiber GF(2) wird in der vorliegenden Arbeit dieses Prinzip
von der Operation + (Addition modulo 2, Antivalenz) auf andere Operationen
(Boolesche Funktionen) iibertragen. Fir jede zweistellige Boolesche Funktion
wird die Klasse aller Automaten charakterisiert, die dem Superpositionsprinzip
bzgl. dieser Booleschen Funktion geniigen.

Generalized Superposition by Binary Automata

In this paper the superposition principle for one-dimensional linear automata
over GF(2) is extended from the operation + (addition mod. 2) to other operations
(Boolean functions). For every Boolean function-of two variables is characterized
the class of all automata, for which hold the superposition principle with respect
to this Boolean function.

OGo0uIeHHbIil NPUHIMN CYNePNO3NIMH Y GHHAPHBLIX ABTOMATOB

»

Wcxonst ¢ NPHHIKIA CYIEPIO3MUKH st THHEHHBIX aBTOMATOB C OJHOMECPHBIM BXOAOM H BBI-
xoooM Hag nojieM GF (2) (coxeHue Mo MOAY/O 2, aHTHBAIEHTHOCTB) 0000maeTcs 3TOT NPHHIHI
Ha Apyrue onepaituu (OyneBsl GyHkmum). s kax ol IByXMeCTHbIX OyieBbiX QYHKUMA XapaKTepH-
3yeTCA KJIACC BCEX aBTOMATOB, MONYMHSAIOLIAXCA 3TOMY TIPHHLMIYY OTHOCHTEIBHO NAaHHOHM OyJieBOM
Gyrxrmit.

ZENTRALINSTITUT FUR KYBERNETIK
UND INFORMATIONSPROZESSE DER ADW
DDR-1199 BERLIN-ADLERSHOF

RUDOWER CHAUSSEE 5
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