" Zur Synthese von DOL-Systemen
VYon W. KXMMERER
Herrn Professor Laszlé Kalméar zum Gedéchtnis

Ein determiniertes von Wechselw1rkungen freies Lindenmayer-System (DOL—
System) {1, 2, 3] wird durch ein Tripel

S=(V, P, wy)
definiert. Darin ist

V={a,, a,, ..., a,} eine Menge von Symbolen, das Alphabét,
P eine quadratische Matrix von Rang n, die Produktionsmatrix und
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We=a1'ds'...a; ein iber V gebildetes Wort, das Startwort, wobei «f angibt

wievielmal das Symbol g; in dem Wort w, vorkommt.
Die Worte der von diesem System bestimmten Sprache werden ausgehend von dem
Startwort schrittweise durch einen Ableitungsproze3 gewonnen, der bei jedem Schritt
auf alle Symbole des jeweiligen Worts parallel durchgefiihrt wird.

Von besonderem Interesse im Rahmen biologischer Fragen, wobei die einzelnen

Symbole als spezifische Zellen interpretiert werden, ist die Lange des nach ¢ Ablei-
tungsschritten erreichten Worts w,, die durch die Wachstumsfunktion

= Sd
i=1
definiert ist.

Fiir das Syntheseproblem, zu einer vorgegebenen Funktion ein DOL-System
zu finden, das diese Funktion als Wachstumsfunktion besitzt, ist vorauszusetzen,
daB die vorgelegte Funktion von polynomialem, oder exponentialem oder gemisch-
tem Typa ist. In diesem Fall ist der Ubergang von der Wachstumsfunktion zu einer
Differenzengleichung, die diese Funktion als Losung besitzt, stets méglich. Damit
ist dann auch die charakteristische Glelchung gewonnen. Die Schwierigkeiten liegen
nun in dem erforderlichen Ubergang zu einer Matrix, die diese Glelchung als ihre
charakteristische Gleichung bes1tzt und dabei Produktlonsmatrlx eines DOL-
Systems ist.

Nur in einfachsten Féllen gehngt eine direkte Losung durch Aufldsung der
resultierenden Gleichungen nach ganzzahligen nichtnegativen Elementen der Matrix.
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Fiir rein polynomiale Wachstumsfunktionen ist ein Weg zur Durchfithrung der
Synthese 1971 von A. L. Szilard [4] Giber die Erzeugungsfunktion angegeben worden.

Im folgenden soll ein Verfahren aufgezeigt werden, das fiir eine bestimmte
Klasse von Wachstumsfunktionen eine duBerst einfache Konstruktion eines geeigne-
ten DOL-Systems ermdglicht.

Das Wort w,_; mit der Liange f,_, trdgtin dem Auftreten der n Symbole
a,, a,, ..., a, Informationen iiber die n Werte der Wachstumsfunktion f;, f1, ..., f,_1
in Form von Linearkombinationen dieser Werte.

Es liegt nahe, die Klasse von Wachstumsfunktionen zu betrachten, fiir die sich
diese Informationen direkt aus dem Differenzenschema ergeben.

o

Mit dem Ansatz
Wp—1 = af® afeafr...afn-1
und folglich
w, = afotdogfrgde,  gin-1
ergibt sich tiber die vorgelegte Differenzengleichung
fatGu-sfort A afitafo=0
fr=Jot 4o

fz =fo+Ao+A1

mit

forr1=fotdo+a4+ ...+ 4,
fn =f0+A0+Al+"‘+An—2+An—l

eine Gleichung fiir 4, _,
4,1 = Orfot Qoo+ ... +0,4, -,
wobei als Abkiirzungen

O =—(1;I'qn—1+qn—2+---+41+40)
Oy=~(+¢q,_1+Gu_s+...+q)

Qn = _(1 +qn—1)
stehen.
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Damit erhilt man fiir das Auftreten der einzelnen Symbole in den aufeinander-
folgenden Wértern w,_,; und w, das folgende Schema:

a, a, as -1 | a,
Wn-1 So 4o 4, 4,3 4,
w, Sfot4o 4 4, 4, Q1 o+ Q240 +...+ 004, -

Daraus lassen sich die folgenden Produktionsregeln gewinnen:

Damit diese realisierbar sind, miissen neben den Einlaufwerten £, A4y, 44, ..., 4,_.
auch die GréBen Q,, Q,, ..., Q, nichtnegative ganze Zahlen sein.

Ein Beispiel erldutere das duBerst einfache Konstruktionsverfahren.

Die Wachstumsfunktion sei durch die Differenzengleichung

Ja—6fs+5fo~fi+fo =0
gegeben. Aus den Koeffizienten erhilt man liber

1 1 1 1

6 -6 —6 —6
5 5 5

-1 -1
1
0 —1 —

0,=00,=10;,=00,=5
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und damit die. Produktionsregeln eines moglichen DOL-Systems.

a —a,

a, ~a,; a,
az — as
a, — a;, aj

Zur Uberprﬁfung betrachte man die Produktionsmatrix.

' 1000
1001
P=1010of ¥
0015
Diese liefert als 45:_harakteristische Gleichuri'g_
! =1 0 0 0.
-1 2 0-1
0-1 4 0 =0
' 0 0 -1 i-=5

also
A—613+52—7+1 = 0.

Damit ergibt sich die geforderte Differenzengleichung.
Sind als Einlaufwerte z. B. fy=1, fi=2, f,=4, =8 gefordert, so ergibt sich
iiber die Differenzengleichung
@

5@
4@
NE
fir wy : .
Wy = a,d;asa}
mit f;=8. Von den dafaus ableitbaren Wértern seien hier nur
w, = alalajad
wg = ajasadlal®
mit f;=136 angegeben. Diese Werte stehen ebenfalls mit der Differenzengleichung
in Ubereinstimmung.
Soll die geforderte Folge schon mit ihren Einlaufwerten ableitbar sein, so sind
die (n—1) vorhergehenden Funktionswerte aus der Differenzengleichung zu bestim-

men. Ergeben sich dabei fiir das Differenzenschema nicht realisierbare Werte, so
kann man das Produktionssystem geeignet erweitern.
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Im vorliegenden Beispiel durch
X—-yu
y—-zu®

z > aa,atas

u—~0.
Damit ergibt sich
Wy = X mit fo=1
w; = Jyu fi=2
wy = zu? fo=4
und
Wy = a,d. a3 a3 fs =8.

Der angefiigte Teil des Produktionssystems lieBe sich etwa als ,,embryonales* Ent-
wicklungssystem interpretieren.
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