Ein Ansatz zum Entscheidungsverfahren fiir eine
Formelklasse der Pridikatenlogik mit Identit:it

Von K. SCHUTTE
Herrn Professor Laszlo Kalmar zum Gedéchtnis

Das Entscheidungsproblem der Priddikatenlogik ohne Identitét ist fiir prinexe
Formelklassen vollstindig gel6st, nachdem in [6] die Klasse der . v3VY-Formeln
als unentscheidbar nachgewiesen wurde. Dabei stellte sich als starkste entscheidbare
Formelklasse diejenige Formelklasse heraus, fiir die von L. Kalmar [3] im Jahre
1933 ein Entscheidungsverfahren gegeben wurde.

Fiir die Pridikatenlogik mit Identitit ist jedoch die Entscheidbarkeit der ent-
sprechenden Formelklasse ein bisher noch ungeléstes Problem. (In [2] und [4] war
irrtimlich erkldrt, daB die dort angegebenen Verfahren auch bei Hinzunahme des
Gleichheitszeichens zum Ziel fiihren.) -

Im folgenden wird ein Ansatz zur Behandlung des Entscheidungsproblems fiir
die problematische Klasse der V ¥ 3-Formeln mit Identitit entwickelt, aus dem her-
vorgeht, welche Schwierigkeiten hierbei auftreten und was zu beweisen wire, falls
die betreffende Formelklasse entscheidbar ist. '

Wir gehen aus von einer prinexen Formel

YxVy3dzA(a,,...,a,, X, Y, 2) Y

der Pridikatenlogik mit Identitdit, in der keine anderen freien Objektvariablen
als ay,...,a, (m=1) auftreten. Als Primformeln, aus denen sich die Formel
A(ay, ..., a,.5) mittels aussagenlogischer Junktoren zusammensetzt, diirfen fol-
gende vier Arten auftreten: ‘

1. Die Konstanten T (verum) und 1 (falsum),

2. Aussagenvariablen,

3. Priadikaten-Primformeln der Gestalt

Pra;...a;, (k=)

wobei P! eine k-stellige Pradikatenvariable ist,

4. Gleichungen a;=a;.

W sei die Menge der Aussagenvariablen, die in der Formel (1) auftreten,
{W,, ..., W} die Menge aller Teilmengen von W. Fiir i=1, ..., tsei 4;(ay, ..., Gyp+3)
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diejenige Formel, die sich aus A(a,, ..., @,45) ergibt, wenn jede Aussagenvariable
der Menge W; durch T und jede andere Aussagenvariable durch | ersetzt wird.
Ferner sei

C=T, C,= A a;#a; fir l<n=m.
W
Die Formel (1) ist genau dann erfiillbar, wenn es eine positive ganze Zahl
n=m und eine Abbildung f von {l,...,m} auf {1,...,n} gibt, so daB eine der
Formeln
VxVszA (aﬂ,.. af,,,,x y,z)/\C (l— l )

erfiillbar ist. Es genugt daher em Entscheldungsverfahren fur dxe Erfullbarkelt von
Formeln der Gestait

YxVy3dzA* (al,. ey, X, y,z)/\C (nzl) 2)

zu entwickeln, wobei A*(ay, ..., a,, x,y,2) eine quantorenfrele Formel ist, die
keine Aussagenvariablen und keme anderen Objektvariablen als a,, ..., qa,, x, y, z
enthilt.

' B*(ay,...,;a,,x,¥)
sei die Formel _

. . : o - n - S

A*(ay, ..., a,, %, ¥, OVA™(ay, ..., s x, ¥, V) k\_/lA*(al, s @3 X, Y, Q).
Fir i=1,...,n definieren wir a

Fi*(ali "'" Ay, X, Z) = A*(ala [EEE anaaix X, Z)

A*(ala aman X, X) \/ A ((11, ‘.,a,,,q,,-,rx, ak)

_Gf(ala-ﬂaan’x) .
- 1

Fray,...,a,x, 2):= A¥a,, ..., a,, %, a;, 2)
G:+i(a1"'°9an7-x) = A*(ala an,x5 anx) \/ A (ah .,Cl,,, x:-ai, ak)
=1

Fiii(ay, .., a,,x,2) = A%(@ay, ..., a,, x, X, 2)

n .
Gini1(ay, ...y a,,x):= A% (a,, ..., a,, x, x, x)kV A*(ay, ..., a,, x, X, a,)
=1 *

Fir i,j=1, ...,n definieren wir

Hii1yns i@y, ..., a,, 2) = A%(ay, ..., a,, a;, a,,;)

n
KGicvyns i@y, -5 a,) = k\/l A*(ay, ..., a,, a;, a;, a).

Zur Abkiirzung setzen wir r:=2n+ 1 und s:=n® Inden Formeln 4*(ay, ..., a,. ),
B*(al,...,a,,+2), F,'*(al,..., n+2),G;~k(ql,'...,an+1)(i=1,...,I‘)undH,-*(al, ,a"+1)
K (ay, ..., a,) (i=1, ..., s) ersetzen wir jede Gleichung a;=a; durch T und jede
Gleichung a;=a; (j#k) durch L. Hierdurch ergeben sich Formeln A(a,, ..., a,.3),
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~B(ala R an+2)= Fi(ala LR an+2)’ Gi(aly sevs an+1)_,AHi(al,""g an+1) U]’]d Ki(als KRR a}-)a
in denen keine Gleichung auftritt. Wir schreiben kurz 4 (x, y, z), B(x, y), F;(x, z),
Gi(x), H,(2) und K, fir A(a,, ..., a,, x, ¥, 2), Ba,, ..., a,, x, ), Fi(a,, ..., a,, x, 2),
G(ay, ...,a,,x), H(a,, ..., a,, z) und Ki(a,, ..., a,). Ferner definieren wir

U,(x) =

N
> =
X.!
A

S

Die Formel (2) ist dann dquivalent mit der Formel
, Vx\/y{U AU, (DAx # y — 3z[A(x, ¥, 2)AU,(2)Ax = zANy = z]V B(x, y)}

‘v’x{U,,(\) - Jz[Fi(x, 4)/\ U,(2)Ax # Z]VG )} 3)

/\ {3z [H(7)/\U(z)]v1<}/\c

- Im folgenden sei Feine Formel der Gestalt (3) Dabei sind die A(A ‘Y, Z), B(x ),
F; (A 2), G;(x), H;(z) und K; quantorenfreie Formeln, die keine Aussagenvariablen,
keine Gleichungen und auBer den angegebenen Objektvarlablen héchstens die
Objektvariablen qy, ..., a, enthalten. n, r und s sind positive ganze Zahlen.

P sei eine nichtleere'endliche Menge von Pridikatenvariablen, die alle in F
auftretenden Pradikatenvariablen enthilt. Ist ¥ eine nichtleere endliche Menge von
Objektvariablen, so verstehen wir unter einer vollstindigen V-Konjunktion eine wider-
spruchsfreie Konjunktion aus Primformeln und-negierten Primformeln, in der Jede
Priadikaten-Primformel, die sich aus den Pridikatenvariabien der. Menge P mit
den Objekivariablen der Menge V bilden 14Bt, genau einmal (negiert oder nicht-
negiert) auftritt und in der kein anderes Konjunktionsglied vorkommt. Unter einer
V-Normalform verstehen wir dann eine Disjunktion

V 4 (m=z=0)
i=1

\

aus paarweise indquivalenten vollstindigen V-Konjunktionen A4,, ..., 4,,, wobei es
sich im Fall m=0 um die Formel 1 handeln soli.

Zu den in 3) auftretenden Formeln A(x, y, z), B(x,y), Fi(x, z), G i{(x), Hi(2)
lassen sich nun eine dquivalente {ay, ..., a,, v, y, z}- Normalform

nig -
V A4;(x, y, 2),
j=1
eine dquivalente {a, ..., a,, x, y}-Normalform
‘ .
\/ Bj(x’ y)’
j=1
aquivalente {a,, ..., a,, x, z}-Normalformen

\/i Ej(xr Z) (l = 15 seey r)’
j=1
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iquivalente {a, ..., a,, x}-Normalformen

{'/‘ Gi;(x) (i=1,...,m,
i=1 7

aquivalente {ay, ..., a,, z}-Normalformen

i/'lﬂ,.,.(z) (i=1,..,5)

und dquivalente {a,, ..., a,}-Normalformen

A
V K; (i=1,...,9)
j=1
bilden. .
Es 14aBt sich entscheiden, ob die Formel F in einem Bereich von héchstens n+E
Elementen erfiillbar ist. Wir setzen im folgenden voraus, daB sie in keinem Bereich
von weniger als n+2 Elementen erfiillbar ist. Sie ist dann unerfiillbar, wenn eine
der Zahlen m;+n; (=0, ...,r) oder p;+¢q; (i=1, ..., s) gleich 0 ist. Wir nehmen.
nun an, daf} alle diese Zahlen positiv sind.
Unter einem Indexsystem der Formel F verstehen wir dann ein System

={(My,....,.M,, Ny, ..., N,, Py, ..., P, OQ1,..., 00

von Teilmengen M, {l, ..., m}, N, {1, ...,n;}, P,c{l, ..., p;} und Q,c{l, ..., q;}.
von denen keine der Mengen M;UN; (i=0, ...,r) und P,UQ; (i=1,...,s5) leer
ist. Beziiglich eines solchen Indexsystems fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

Als M-Hauptglieder bezeichnen wir die Formeln A4;(x, y, 2) (j€M,).

Als M-Doppelglieder bezeichnen wir die Formeln® B;(x,y), B; (y, x), (JEN,),.

Fij(x,y), Fij(y,x) (i=1, ..., r; j¢ M) und alle Formeln, d1e sich aus einer der For-
meln 4, (x v,2), 4, %z, ), 4 i x,2), Aj(y,2,X), A;(z, x, ), A;(z,y, %) (JEM)
ergeben wenn alle Kon)uktlonsgheder in denen die Vanable z auftrltt gestrichen
werden.

Als M—Emzelglzeder bezeichnen wir die Formeln G,I(x) (i=1,...,r; jJEN),

Hi;(x) (i=1, ...,s; jeP;) sowie jede Formel, die sich aus einem M- Doppelglied
D(x y) erglbt wenn alle Konjunktionsglieder, in denen die Variable y auftrltt
gestrichen werden.

Als M-Grundglieder bezeichnen wir die Formeln K;; (i=1, ..., s; j€Q;) sowie
jede Formel, die sich aus einem M-Einzelglied E(x) erglbt wenn alle Konjunktlons—
glieder, in denen die Variable x auftritt, gestrichen werden.

E\(x), ..., E,(x) sel nun eine maximale Folge von paarweise maquwalenten
M- Emze]glledern Mit F,, bezeichnen wir dann die Formel

{VxVy{U (AU, (y)/\x Zy— V Az[A;(x, y, DAU,(Ax#zAy # z] \V B;(x, )}
JEM, JENG .

A Vx{U,(x) ~ 46\/‘4~ 3z[F;(x, DAUL(DNAx # 2] ‘V Gi; (0} 0

[/:\ (Y, 3:,NLE)  Ky) /\ 3Ix[E,(x)A U, (0IAC,.
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Fiir quantorenfreie Formeln, 4, B gebrauchen wir folgende Bezeichnungen:

AC B bedeute, daB A mit einer Teilkonjunktion von B dquivalent ist.

A~ B bedeute, daB 4 und B miteinander dquivalent sind.

Die Formel Fy, heille eine Normalformel, wenn folgende Bedingungen (I)—(IV)
erfiillt sind:

(I) Zu jedem M-Doppelglied D(x, y) gibtes j€eM, mit D(x, y)TA;(x,y, 2)
oder jEN, mit D(x,y)~B;(x,y).

(II) Zu je zwei indquivalenten M-Einzelgliedern E(x) und E*(x) gibt es ein
M-Doppelglied D(x, y) mit E(x)AE*(y)cD(x, y).

- (II1) Zu jedem M-Einzelglied E(x) und jeder Zahl ic{l, ..., r} gibt es jEM,

mit E(x)C F;;(x,z) oder jEN; mit E(x)~G;;(x).

(IV) Alle M-Grundformeln sind miteinander dquivalent.

Ist eine Formel F,, erfiillbar, so ist offenbar auch die Formel F erfiillbar. Um-
gekehrt gilt: Liegt ein Modell der Formel F vor, so erhidlt man eine Normalformel
Fyy durch dasjenige maximale Indexsystem

M= (Mqy,....M,,No, ..., N,, Py, .., P, Oy, ..., O
der Formel F, fiir das alle Formeln ) .
Exﬂyﬂz[Aj(dx, ¥ DANU(ANU,(MAU(DDAx = yAx = zAy = 2] (jJEM,),
- Jx3y[Bi(x, VAU AU, (DAx = y] (JEN,),
AxAy[Fia DAU,QAU,(Ax = y] (=1, ...,r; jeM),
Ax[Gi()AU,(x)) (i=1,..,r; jEN),
Ax[H;)AU(x)] (i=1,..,s; jEP)

und K;; (i=1,...,5; j¢Q;) in dem betreffenden Modell erfiillt sind. Hiermit
ergibt sich:

Satz 1. Die Formel F ist. genau dann erfillbar, wenn es ein Indexsystem M
von F gibt, so daB3 Fy, eine erfiillbare Normalformel ist. " .

Es gibt nur endlich viele Indexsysteme von F, und man kann fiir jedes Index-
system M entscheiden, ob Fj, eine Normalformel ist. Es kommt also nur darauf
an, von einer Normalformel zu entscheiden, ob sie erfiillbar ist.

Im folgenden sei (4) eine Normalformel F,,. Ein M-Einzelglied E(x) heile
reguldr, wenn es ein M-Doppelglied D(x, y) mit

E(X)ANE(y) < D(x,y)
gibt. Jedes andere M-Einzelglied heiBle singuldr.

1. Fall. Jedes M-Einzelglied sei regulir.

In diesem Fall sind die Eigenschaften (I)—(IV) der Normalformel F,, bereits
hinreichend fiir die Erfiillbarkeit der Formel F,,. Es ist leicht zu erkennen, daf3 die
Formel Fy, in diesem Fall im Unendlichen erfiillbar ist. Man kann aber auch dhnlich
wie in der Priadikatenlogik ohne Identitit beweisen, daB die Formel F,; dann eben-
falls in einem geeigneten endlichen Bereich erfiillbar ist.

2. Fall. Mindestens ein M-Einzelglied sei singulir.

10 Acta Cybernetica IV/1



146 ' ‘ K. Schiitte

Wir wihlen dann eine maximale Folge
R(x); s Re(®) (2= 0)
von paarweise indquivalenten reguliren M-Einzelgliedern und eine maximale Folge
S, ... S,(x) (=1 )

von paarweise indquivalenten singuldren M- Emze]ghedern aus.

Es 14Bt sich entscheiden, ob die Formel F,, in einem Bereich von hochstens
n+o-+1 Elementen erfiillbar ist. Wir setzen im folgenden voraus, daB sie in keinem
Bereich von weniger als n-+6+2- Elementen erfiillbar ist. Sie ist dann unerfiillbar,
falls jedes M-Einzelglied singulir ist. Wir nehmen nun an, daBl es mindestens ein
regulédres M—Emzelglled gibt, also ¢=1 ist. Dann definieren wir folgende For-
meln: . . .

R= AR, S= A Saye)

Ay )= A 3, DARCARMAREAS

B, p=[V V 4, i ¥ a,4) V B;(x, D]AR)AR()AS

JEMy u=1

Fu,(x: Z)ZE Aj(an+ln X, Z)/\R(X)AR(Z)/\S

JEM,

Gl/l(x): [\/ V A ((I,H_",X, n+v) \/ B (an-(-u,x)]/\R(x)/\S

161\/!0(0 1)
vEU
u=1, ...,_a)

Foou(,2)= V Aj(x,a,,, DARXAR(DAS
jeM,

‘G¢’1+u(x): [V V A4; (X, n+u’ n+v) V B(x3 n+u)]/\R(x)AS

JEMy v=1 Jj€Np

Faosilx, 2):= V Fy(x, Z)/\R(X)/\R(Z)/\S

JEM,;

Giosi()=[V V Filx, 4,00 V G(x)]ARMX)AS
JEM, u=1 JEN;
Wir setzen r’:=26+r und s’:=(g]+r-a+s. H{(z) (i=1,...,5") seien der
Relhe nach folgende Formeln: .
V A @psys Qpiys DAR(DAS (u,v.=1,...,0; u v)
JeMo . . .

Fij(@psus DARDAS (i =1, .,r;u=1,..,0)

161\],

H;(2)AR(2AS (i=1,...,59)..

J'Epi
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K{ (i=1, ..., s") seien der Reihe nach folgende Formeln:

. .
[ \/ \/ Aj(an+u9 an+ua_ an+w) \/ Bj(an+u’ an+v)]/\S (ua U= ]s O U FE l))
JEMy w=1 JEN,

(uzwstv)

[V V Ej(an+u’ an+v) '6\/\/ Gij(an+u)]/\S (l = 1’ e Py U= 1, seey 0')
Je; :

[ \/ </ Hij(an+u) 'yQ KU]/\S (l = 1, ieey S).

Jj€P;u=1
Mit F’ bezeichnen wir dann die Formel

(Y VY {Up 10 A Ups g ()AXy =~ I2[4'(x, y, DA U, (DAX 2Ry 5% 2V B'(x, 1)}
A 501000~ 32005, DA U (XY G (0} ®)

i=1

J

\

| (B2lH (D AUy o DIV KSR IXIRGIAUp o (IASACoso.
l .

Satz 2. Ist F); eine Normalformel, die genau ¢ paarweise indquivalente sin-
guldre M-Einzelglicder und mindestens ein regulidres M-Einzelglied hat und in kei-
nem Bereich von weniger als n+o¢+2 Elementen erfiillbar ist, so ist F,, genau
dann erfiillbar, wenn die Formel F’ erfiillbar ist.

Falls eine Normalformel F,, nicht den Voraussetzungen des Satzes 2 geniigt,
148t sich in einfacher Weise entscheiden, ob F, erfiillbar ist. Andernfalls wird durch
Satz 2 ein Reduktionsverfahren gegeben, das der Normalformel F,, eine ,,Redu-
zierte*“ F’ zuordnet, die jedoch ldnger als F), ist. Es ist daher problematisch, ob das
Reduktionsverfahren abbricht. _

Falls das angegebene Reduktionsverfahren fiir jede Formel (1) abbricht, ist jede
derartige Formel, wenn sie liberhaupt erfiillbar ist, bereits im Endlichen erfiillbar.
In diesem Fall ist die betrachtete Formelklasse entscheidbar.

Falls das Reduktionsverfahren fiir eine Formel (1) nicht abbricht, ist diese
Formel nur im Unendlichen erfiillbar. Es ist jedoch problematisch, ob sich fiir
jede Formel der betrachteten Formelklasse entweder das Abbrechen des Reduk-
tionsverfahrens nachweisen oder effektiv eine unendliche Reduktionskette auge-
ben 1a6t.

Fir gewisse Teilklassen K und Sy der prinexen Formelklassen 3™ y23”
der Prédikatenlogik mit Identitit konnte M. Wirsing [7] beweisen, daB das hier
angegebene Reduktionsverfahren jeweils nach endlich vielen Schritten abbricht, so
daB jede erfiillbare Formel der betreffenden Klassen bereits im Endlichen erfiill-
bar ist.
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