
Ein Ansatz zum Entscheidungsverfahren für eine 
Formelklasse der Prädikatenlogik mit Identität 

V o n K . S C H Ü T T E 

Herrn Professor László Kalmár zum Gedächtnis 

Das Entscheidungsproblem der Prädikatenlogik ohne Identität ist für pränexe 
Formelklassen vollständig gelöst, nachdem in [6] die Klasse der V3V-Formeln 
als unentscheidbar nachgewiesen wurde. Dabei stellte sich als stärkste entscheidbare 
Formelklasse diejenige Formelklasse heraus, für die von L. Kalmár [3] im Jahre 
1933 ein Entscheidungsverfahren gegeben wurde. 

Für die Prädikatenlogik mit Identität ist jedoch die Entscheidbarkeit der ent-
sprechenden Formelklasse ein bisher noch ungelöstes Problem. (In [2] und [4] war 
irrtümlich erklärt, daß die dort angegebenen Verfahren auch bei Hinzunahme des 
Gleichheitszeichens zum Ziel führen.) 

Im folgenden wird ein Ansatz zur Behandlung des Entscheidungsproblems für 
die problematische Klasse der V V3-Formeln mit Identität entwickelt, aus dem her-
vorgeht, welche Schwierigkeiten hierbei auftreten und was zu beweisen wäre, falls 
die betreffende Formelklasse entscheidbar ist. 

Wir gehen aus von einer pränexen Formel 

x"i y3zA{ax,..., am, x, y, z) (1) 

der Prädikatenlogik mit Identität, in der keine anderen freien Objektvariablen 
als a 1 , . . . , a m ( m g l ) auftreten. Als Primformeln, aus denen sich die Formel 
A(a1, . . . , am+3) mittels aussagenlogischer Junktoren zusammensetzt, dürfen fol-
gende vier Arten auftreten: 

1. Die Konstanten T (verum) und _L (falsum), 
2. Aussagenvariablen, 
3. Prädikaten-Primformeln der Gestalt 

P)ah...aiu ( f c ^ l ) , 

wobei P j eine £-stellige Prädikatenvariable ist, 
4. Gleichungen a/ = ay. 
W sei die Menge der Aussagenvariablen, die in der Formel (1) auftreten, 

{W1,..., W,} die Menge aller Teilmengen von W . F ü r /'= 1, . . . , t sei At(a1} ..., am + 3) 
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diejenige Formel, die sich aus A(al7 ...,am+3) ergibt, wenn jede Aussagenvariable 
der Menge W( durch T und jede andere Aussagenvariable durch ± ersetzt wird. 
Ferner sei 

n 
C1:=T, Cn := A ai a j f ü r 1 < « = m. 

Die Formel (1) ist genau dann erfüllbar, wenn es eine positive ganze Zahl 
n ^ m und eine A b b i l d u n g / v o n {1, . . . ,m} auf {1, . . . , « } gibt, so daß eine der 
Formeln 

, . , x, y, z)AC„ . (i = 1, .. ,, t) . 
erfüllbar ist. Es gefügt daher, ein, Entscheidungsverfahren-.für, die,Erfüllbarkeit von 
Formeln der Gestalt 

Vx\/y3zA*(a'i, ...,a„,x,y,z)AC„ (n ^ 1) (2) 

zu entwickeln, wobei A*(aly ..., an, x, y, z) eine quantorenfreie Formel ist, die 
keine Aussagenvariablen und keine anderen Objektvariablen als a1} . . . , an, x, y, z 
enthält. 

£ * ( « , , . . . , « „ . .v, v) 
sei die Formel 

n 
A*(a1, ...,an,x, y, x)VA*(a1,...,an,x, y, y) V A*(a1}a-h; x, y, ak), 

k = l • 

Für i = l , . . . . , « definieren wir 

F*{a1,...,an,x,z)\=A*{al,...,an,ai,x,z) 
n 

G*(fl l5 . . . , a„, x):= A*(a1,..., a„,ai; x, x) V A*(alt..., aa,a-„ x, ak) 
' k = l 

K+Mi, •••,an,x, z ) := A*(a1, ...,an,x, at, z) 
tl 

Gt+i{a i, —,a„, x):= A*(a1,..., an, x, at, x) V A*(alt ...,a„,x,at, ak) k = 1 

F2n+i(ai , •••, a„,x, z ) := A*(a1,..., a„, x, x, z) 
n 

Gt„+i(a1, ...,a„,x):= A*(a1, ..., a„, x, x, x) V A*(a1, ...,a„,x, x, ak) 
Ar = 1 

Für / , y = l , . . . , « definieren wir 

H*i-i).n+j(ßi, •••,a„, z):= A*{a1, ...,a„,ai, ü j , z) 

n 
^cl-i).B+y(al5 ..., a„):= \J A*(ax,..., an, at, aj, ak). 

fc = 1 

Zur Abkürzung setzen wir r:=2« + l und s:=n2. In den Formeln A*(a1, ...,an+3), 
B*(plt ...,«„+«)> . . . , a „ + 2 ) , G f ( a 1 , . . . , an+1) (/ = 1, . . . , r ) und H? (a^, ...,a„ + 1), 

. . . ,a„) ( /=1 , ersetzen wir jede Gleichung a y = a y durch T und jede 
Gleichung üj = ak ( j * k ) durch _L. Hierdurch ergeben sich Formeln A(a1; ..., an + 3), 
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B(ay, . . . , a „ + 2), £,(0!, ...,an + 2),Gi(a1,r..,antl), Hi(a1,....,an + 1) und ...,a„), 
in denen keine Gleichung auftr i t t . Wir schreiben kurz A(x, y, z), B{x,y), F-Xx,z), 
Gi(x), HJz) und Kt für A{ax, ..., an, x, y, z), B(at, . . . , a„, .v, v), F ^ , ..., an,x, z), 
<?;(«!, ..., an. .v). ..., a„, z) und Ki(ax, ...', an). Ferner definieren wir 

n 
U„(x) := A x 9* at. 

¡= i 

Die Formel (2) ist dann äquivalent mit der Formel 

VxVy{£/„(-v)A U„(y)Ax y - 3z[A(x, y, z)AVn{z)Ax * zAy ^ z ] V B ( x , j/)} 

., A VA"{Un(x) - 3 z[F,(x, z)A Un(z)Ax # z]VG,(x)} 

A {3z[ / / , (z )A £/„(z)]V Kj)AC„. 
• ." i , . \ . 

Im folgenden sei Fe ine Formel der Gestalt (3). Dabei sind die A (x;y, z), B{x, y), 
F;(x, z), Gt(x), //¡(z) und Ki quantorenfreie Formeln, die keine Aussagenvariablen, 
Iceine Gleichungen und außer den angegebenen Objektvariablen höchstens die 
Objektvariablen ax, . . . , an enthalten, n, r und s sind positive ganze Zahlen. 

P sei eine nichtleere endliche Menge von Prädikatenvariablen, die alle in F 
auft re tenden Prädikatenvariablen enthält. Ist V eine nichtleere endliche Menge von 
Objektvariablen, so verstehen wir unter einer vollständigen V-Konjunktion eine wider-
spruchsfreie Konjunkt ion aus Primformeln und negierten Primformeln, in der jede 
Prädikaten-Primformel, die sich aus den Prädikatenvariablen der Menge P mit 
•den Objektvariablen der Menge V bilden läßt, genau einmal (negiert oder nicht-
negiert) auftr i t t und in der kein anderes Konjunktionsglied vorkommt. Unter einer -
V-Normalform verstehen wir dann eine Disjunktion 

m 
V A, (m fe 0) 

v 1=1 

aus paarweise inäquivalenten vollständigen K-Konjunktionen A1,...,Am, wobei es 
«ich im Fall m = 0 um die Formel _L handeln soll. 

Zu den in (3) auftretenden Formeln A(x, y, z), B(x,y), FJx, z), G i(x), Ht{z) 
lassen sich nun eine äquivalente {ai, ..., a„, x, y, z}-Normalform 

"'0 
V Aj(x, y, z), 

1 

•eine äquivalente , ...,an, x, _v}-Normalform 

V Bj(x, y), 
j=i 

äquivalente {ax, ...,a„, x, z}-Normalformen 

mi 

v Fu(x,z) (/= 1, ...,»•), 
j=i 
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äquivalente . . . , a n , x}-NormaIformen 

V G,j(x) ( i = l , . . . , r ) , 
j = l -> 

äquivalente {ÖJ, . . . , a„ , z}-Normalformen 

V f f , j ( z ) ( / = l , . . . , s ) 
7 = 1 

und äquivalente {oj, . . . , a„}-Normalformen 

V K,J (/ = 1 s) 
bilden. 

Es läßt sich entscheiden, ob die Formel F in einem Bereich von höchstens n + 1 
Elementen erfüllbar ist. Wir setzen im folgenden voraus, daß sie in keinem Bereich 
von weniger als n + 2 Elementen erfüllbar ist. Sie ist dann unerfüllbar, wenn eine 
der Zahlen mrt-wf (/' = 0, . . . , /•) oder Pi + qi ( i = \ , . . . , s ) gleich 0 ist. Wir nehmen 
nun an, daß alle diese Zahlen positiv sind. 

Unter einem Indexsystem der Formel F verstehen wir dann ein System 

M = (M0,...,M„ N0, ..., Nr, Plt...,PM, Qlt...,Qä 

von Teilmengen M f c { 1, . . . , w,}, JV.c {1, ... ,ni},Pia{ 1, ...,/?,} und Qt(Z {1, . . . , q^,. 
von denen keine der Mengen M^Nf (/ = 0, . . . , r ) und / > , Ü ß i ( / = 1 , --.,5') leer 
ist. Bezüglich eines solchen Indexsystems führen wir folgende Bezeichnungen ein: 

Als M-Hauptglieder bezeichnen wir die Formeln Aj(x,y, z) (j£M0). 
Als M-Doppelglieder bezeichnen wir die Formeln Bj(x, y), Bj(y, x), (j£N0),. 

Fij(x> y)> Fi}(y, x) ( /=1 , . . . , /• ; jdMi) und alle Formeln, die sich aus einer der For-
meln Aj(x, y, z), Aj(x, z, y), Aj(y, x, z), Aj(y, z, x), Aj{z, x, y), Ay(z, y, x) (y€Af0> 
ergeben, wenn alle Konjuktionsglieder, in denen die Variable z auftritt , gestrichen 
werden. 

Als M-Einzelglieder bezeichnen wir die Formeln Gtj(x) ( / = ] , . . . , / • ; j£N,),. 
Hij(x) ( / = 1 , ...,s; j£Pi) sowie jede Formel, die sich aus einem M-Doppelglied 
D(x, y) ergibt, wenn alle Konjunktionsglieder, in denen die Variable y auftritt,, 
gestrichen werden. 

Als M-Grundglieder bezeichnen wir die Formeln KtJ ( / = 1 , ..., s; j€Qi) sowie 
jede Formel, die sich aus einem M-Einzelglied E(x) ergibt, wenn alle Konjunkt ions-
glieder, in denen die Variable x auftritt, gestrichen werden. 

£\(x), . . . , Ee(x) sei nun eine maximale Folge von paarweise inäquivalenten 
M-Einzelgliedern. Mit FM bezeichnen wir dann die Formel 

/ VxVy{C/„(x)AU„(y)t \x7±y^ V 3 z[Aj(x, y, z)AUn(z)f\x ^ z/\y ^ z] V Bj(x, y)} 
j j'eMo j€-v0 . 

{ A Vx{{/„(x) — V 3z [F 0 . ( x , z )A£ /„ ( z )Ax^ z] V Gu(x)} (4> 
Ji = l jZM, j i S , 

t Ä { V 3z[// ; j .(z)Ai/„(z)] V A 3x[£ ;(x)A Un(x)]AC„. 
¡=i UP, jea, ¡=i 
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Für quantorenfreie Formeln, A, B gebrauchen wir folgende Bezeichnungen: 

AczB bedeute, daß A mit einer Teilkonjunktion von B äquivalent ist. 
A~B bedeute, daß A und B miteinander äquivalent sind. 
Die Formel FM heiße eine Normalformel, wenn folgende Bedingungen (I)—(IV) 

erfüllt sind: 
(I) Zu jedem M-Doppelglied D(x, y) gibt es j£M0 mit D(x, y)c.Aj(x, y, z) 

oder j£N0 mit D(x, y)~Bj(x, y). 
(II) Zu je zwei inäquivalenten M-Einzelgliedern E(x) und E*(x) gibt es ein 

Jl/-Doppelglied D{x,y) mit E(x)AE*{y)<^D(x,y). 
(III) Zu jedem M-Einzelglied £ ( x ) und jeder Zahl /'£{1, . . . , r } gibt es 

mit E(x)czFiJ(x, z) oder mit £ (x )~G, J (x ) . 
(IV) Alle M-Grundformeln sind miteinander äquivalent. 
Ist eine Formel FM erfüllbar, so ist offenbar auch die Formel F erfüllbar. Um-

gekehrt gilt: Liegt ein Modell der Formel F vor, so erhält man eine Normalformel 
FM durch dasjenige maximale Indexsystem 

M = <M0, ...,M„N0, ..., Nr, ...,Ps,Qlt ...,Os) 

der Formel F, für das alle Formeln , 

3x3y3 z[Aj(x, y, z) A U„(x)A Un(y)i\ U„(z)Ax * yf\x * zAy * z] {je M0), 

3x3y[Bj(x,y)A U„(x)A Un(y)/\x * y] (j£N0), 

3x3y[Fu(x, y)A U„{x)A Un{y)Ax * y] (i = 1, . . . , r ; ; € M ; ) , 

3x [G u (x )A Un(x)] (i = 1, . . . , /•; j£N,), 

3x[Hu(x)AUn(x)) (r = 1, s; 

und Kjj (i=l, ..., s; j£Qj) in dem betreffenden Modell erfüllt sind. Hiermit 
ergibt sich: 

Satz 1. Die Formel F ist genau dann erfüllbar, wenn es ein Indexsystem M 
von F gibt, so daß FM eine erfüllbare Normalformel ist. 

Es gibt nur endlich viele Indexsysteme von F, und man kann für jedes Index-
system M entscheiden, ob FM eine Normalformel ist. Es kommt also nur darauf 
an , von einer Normalformel zu entscheiden, ob sie erfüllbar ist. 

Im folgenden sei (4) eine Normalformel FM. Ein M-Einzelglied E(x) heiße 
regulär, wenn es ein M-Doppelglied D(x, y) mit 

E(x)AE(y)czD(x,y) 

.gibt. Jedes andere M-Einzelglied heiße singulär. 

1. Fall. Jedes M-Einzelglied sei regulär. 
In diesem Fall sind die Eigenschaften (I)—(IV) der Normalformel FM bereits 

hinreichend für die Erfüllbarkeit der Formel FM. Es ist leicht zu erkennen, daß die 
Formel FM in diesem Fall im Unendlichen erfüllbar ist. Man kann aber auch ähnlich 
wie in der Prädikatenlogik ohne Identität beweisen, daß die Formel FM dann eben-
falls in einem geeigneten endlichen Bereich erfüllbar ist. 

2. Fall. Mindestens ein M-Einzelglied sei singulär. 

10 Acta Cybernetica IV/1 
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Wir wählen dann eine maximale Folge 

/ ? ! < » , ( ß S O ) 

von paarweise inäquivalenten regulären Af-Einzelgliedern und eine maximale Folge 

. S ^ x ) , . . . , $ „ ( * ) ( f S l ) '• 

von paarweise inäquivalenten singulären M-Einzelgliedern aus. 
Es läßt sich entscheiden, ob die Formel FM in einem Bereich von höchstens 

n + a + l Elementen erfüllbar ist. Wir setzen im folgenden voraus, daß sie in keinem 
Bereich von weniger als n + a + 2 Elementen erfüllbar ist. Sie ist dann unerfül lbar , 
falls jedes M-Einzelglied singulär ist. Wir nehmen nun an, daß es mindestens ein 
reguläres M-Einzelglied gibt, also g ^ l ist. Dann definieren wir folgende Fo r -
meln: 

Ä W s U W . S:= Ä Su(an+U) i=1 u—X 

A'(x,y,z):= V Aj(x,y,z)AR(x)AR(y)AR(z)AS 
jiMa 

B'(x, >')[ \/ y Aj{x,y,an+U) V Bj(x, y)]AR(x)AR(y)AS 
j(LM0 « = 1 jiN„ 

F;(x, Z):= V Aj(a„+u,x,z)AR(x)AR(z)AS ' 
jeM0 

G'u(x):= [ V V Aj(a„+I„x,an + V) V Bj(a„+U, x)~\AR{x)AS 
j<LM0 v=l 

(v^u) 

F U A x , z ) : = V Aj{x,an + U, z)AR(x)AR(z)AS 
i<LMo 

G'a+U(x):= [ V V Aj(x,an+U,an+V) V Bj(x, aK + j]AR(x)/\S 
jiM0 1>=1 j £ JV0 

F'2a + i(x, z):= V Fij(x,z)AR(x)AR(z)AS 
JZM, 

>(u = 1, . . . , ff) 

G'2a+i(x):= [ V V F,j(x,an+u) V GiJ(x)]AR(x)AS 
jiMtu=l jiNi 

(i = 1, r) 

Wir setzen r':=2a + r und j + r•ff + s. H{(z) ( / = 1, . . . , j ' ) s e i ende r 

Reihe nach folgende Formeln: 

V A j(ßn+u-> an + v> z)AR(z)AS (u, v. = 1, ..., er; u * v) 
j6M0 

V F.tj{an+U, z)AR(z)AS (i = i , ..., r ; u = 1, ..., a\ 

V Hu(z)AR(z)AS (i = 1, . . . , s ) . . 
JiPi 
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K{ (t = 1, . . . , s ' ) seien der Reihe nach folgende Formeln: 

a 
[ V V ¿j(a„+u,an + v,an + w) \/ Bj(an+U,an + V)]AS (u, v =],..., a; u ^ v) 

j(.M0 w = l 

(UT^Wpiv) 

<7 [ V V Fij(an+U,an + V) V G,7(ö„+„)]AS (i = 1, ..., r; u = 1, ..., a) j£Mi v=l jiNs 

[ V V Mu(an+ll) V Ku]i\S (i = 1, ..., s). 
jiPtu= 1 j€Q, 

Mit F' bezeichnen wir dann die Formel 

Vx Vy{C/„+(J(x)A Un+a(y)Ax^y- 3z[A'(x, y, z)A UH+„(z)Ax^ zAy^z]VB'(x, y)} 

. A yx{U„+„{x)-3z[Fi(x,z)AUn+a(z)Ax^z]yG'i(x)} (5) 
V = i 

A {3z[Bi'(z)AUn+a(z)]VKi'} A BxWWAU^ixMSAC^. 
U=i ¡= i 

Satz 2. Ist FM eine Normalformel, die genau a paarweise inäquivalente sin-
guläre M-Einzelglieder und mindestens ein reguläres M-Einzelglied hat und in kei-
nem Bereich von weniger als « + cr + 2 Elementen erfüllbar ist, so ist FM genau 
dann erfüllbar, wenn die Formel F' erfüllbar ist. 

Falls eine Normalformel FM nicht den Voraussetzungen des Satzes 2 genügt, 
läßt sich in einfacher Weise entscheiden, ob FM erfüllbar ist. Andernfalls wird durch 
Satz 2 ein Reduktionsverfahren gegeben, das der Normalformel FM eine „Redu-
zierte" F' zuordnet, die jedoch länger als FM ist. Es ist daher problematisch, ob das 
Reduktionsverfahren abbricht. 

Falls das angegebene Reduktionsverfahren für jede Formel (1) abbricht, ist jede 
derartige Formel, wenn sie überhaupt erfüllbar ist, bereits im Endlichen erfüllbar. 
In diesem Fall ist die betrachtete Formelklasse entscheidbar. 

Falls das Reduktionsverfahren für eine Formel (1) nicht abbricht, ist diese 
Formel nur im Unendlichen erfüllbar. Es ist jedoch problematisch, ob sich für 
jede Formel der betrachteten Formelklasse entweder das Abbrechen des Reduk-
tionsverfahrens nachweisen oder effektiv eine unendliche Reduktionskette ange-
ben läßt. 

Für gewisse Teilklassen K und Sy der pränexen Formelklassen g m V 2 3 " 
der Prädikatenlogik mit Identität konnte M. Wirsing [7] beweisen, daß das hier 
angegebene Reduktionsverfahren jeweils nach endlich vielen Schritten abbricht, so 
daß jede erfüllbare Formel der betreffenden Klassen bereits im Endlichen erfüll-
bar ist. 
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