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О сложности реализации булевых функций с данным 
вектором активностей 

А. В. П е т р о с я н , В. А. В а р д а н я н 

Рассмотрим задачу реализации булевых функций с данным вектором 
активностей схемами из функциональных элементов в базисе {V, &, —}. 

Введем следующие обозначения: 
В" — п — мерный единичный куб; 
Ит — множество наборов из В" — на которых булевая функция 

/'(дг1, х2, ..., хп) принимает значение 1; 
\А\ — число элементов множества А. 
Вектор а/=(а>{, ..., со{) называется вектором активностей функции 

/ ( х 1 ; ..., х„), а число со{ называется активностью функции /(х1г ..., хп) по г'-й 
координате, если 

°Я = 4г 2 (Л«1. ав)Ф/(<*1» •••> а;> 1 Ш I Ш п. 
г ( а 1 , . . . , а л ) е В " 

Подробно об активностях можно найти в работе [4]. 
. Пусть со=(со1, со„)-набор п вещественных чисел, для которых т- = 

= {: //¡(я)-целочисленные параметры, 0-=?/,(«) ^ 2"_1, 1 ^¡Шп. Через 

Ф„(ш) обозначим класс функций / (х 1 5 ..., хп), для которых со{=со1, 1 ё г ' ^ я . 
Пусть ¿(У) — наименьшая из сложностей схем реализующих функцию / , 

и £(Ф„(5)) = / т а х ) Ь ( / ) . 
В настоящей работе устанавливаются верхние и нижние оценки для сло-

жности £(Ф„(со)). 
Пусть / ( * ! , ..., х„) — произвольная функция из класса Ф„(со). Рассмотрим 

ее разложение по переменной 

/(*!, ... х„) = хЛ\, х2, ..., х^М^ДО, х2, ..., хп). (1) 
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Введем следующие обозначения: 

/о(*1, •••> Хп) = /{х1> •••> Хп) 

Л(х2> •••> хп) х2> •••> Хп) 

Хп) = /оО> х2, •••, Хп) ®/о (0, х21 •••, хп) 

Заметим, что |Л^в1|=(и{02',-1=й>{2п_1. Легко видеть, что разложение (1) 
может быть представлено в виде 

/о(*1, •••, *„) = ^ 1 / 1 V ( Л © ( 2 ) 

Рассмотрим последовательные разложения функций 

/ / * , + ! , . . . ,*„) при ; = 1, 2, ..., к-1: 

./} (.Xj + •••¡Хп) = Х)+\/)+\(.Х} + 21 •••1Хг)^/ 

V xj+l{J'j + l(.xJ + Ъ^ • • • , Х„) © + ! + 2 , • • • 5
 Х„У) 

где 

8у-и(*/ + 2> •••гХп) = / ) (1> */ + 2> ••• > *л)©./}(0> */ + 2> ••• , -̂ п)-

Тогда ясно, что 

¿С/}) ^ ад+1)+£(г>+1)+9, 1 (4) 
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Складывая соответственно левые и правые части неравенств (3) и (4) при 
1 S / S & — 1, получаем, что 

L ( f ) ^ L ( f k ) + ZL(gi)+9k (5) 
¡=i 

По известной теореме Лупанова [1,2] функцию f k ( x k + 1 г . . . , х п ) можно 
2"~к (: l o g ( n - £ ) ^ ^ 

реализовать схемой сложности не более г 1 + 0 ; . Другими 
словами, п ~ к { 1 > п ~ к } ) 

Положим к=[п—2 log и], где [х]—целая часть чусла х. Тогда L ( / [ „ _ 2 i o g n ] ) = 

и2 

ё - f l + o ( l ) ) и из неравенства (4) следует, что 
log п 4 7 

„ 2 [n -21ogn] 
^ L(gl) + 9(n-2\ogn)S Ю2 И i = 1 

(6) 
[п —2 log п] 

( 1 + 0 ( 1 ) ) + 2 L(gd. " l o g n K ' i±1 

Нетрудно заметить, что 

\Ng¡\ = й>(|-.2п-' S щ/2"-1 S со,?- 1 , 1 S ¿ S [n -21ogn] (7) 

Теорема 1. Если co,=0 ( ^ f - i ) ' 1 = ' — [ л - 2 log и]. где <р(л) — целочис-

ленный параметр, l á i? i (n)s2°" 1 , при п — со, то 

[п —2 log л] 

Х(Ф.(65)) ^ «2""1 2 ©« = 0(п2<р(п)). 
¿=1 

Доказательство. Для реализации функций 1 —2 log и] ис-
пользуем метод синтеза, основанный на совершенной дизъюнтивной нормаль-
ной форме [3]. Тогда, учитывая неравенства (7), получаем, что 

L(g¡) S (и-0(ш{<-12"-' + 1 ) - 1 S n(cof2"-1 + l ) - l . 

Таким образом из (6) следует, что 

„ 2 [л—2 log л] 

Ц Л ^ - г — (l + o(l)) + B(n-21ogn) + n 2 - 1 2 °>t- (8) log И i=1 

Если cot=0 ("^ггг)> 1 ='= [n—2 log и], где ср(п) — °° при и — то глав-
[л —2 log л] 

ной частью в выражении (8) будет п2"~1 2 ю>> другими словами 
>=1 \ 

[л-2 log л J 
L ( f ) £ n 2 - 1 2 ® i ' = О ("2 <?(«)) ¡=1 

6 Acta Cybernetica VI/1 
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Так как правая часть последнего неравенства не зависит от конкретной функции, 
то получаем утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Верхняя оценка, полученная в теореме 1, в некоторых случаях можно улуч-
шить, если при реализации функций g( используем методы Финикова и Лупа-
нова [1] для реализации функций с данным числом единиц. 

Теорема 2. 1) Если со,=(? ( ^ т ) , 1 S i s [п — 2 log л], то Ь(Фп(сд))<сп2, 
где с=const . 

1 С0-2"-1 

2) Если c o . S y и iogn—-00> ПРИ л — 1 s i s [ n — 2 log л] то 

[п—2 log л] 1 0 „ С Ш ' 2 Г " 1 

ФЛсо))^ 2 g 2""1 

>=1 log log Сап'-! 

Доказательство. Если га,=0 1 S / S [ « — 2 log и], то учитывая 

неравенства (7) и результат Финикова [1], получаем, что L(g,)<n, I s i s 
— 2 log и]. Тогда из (6) следует утверждение 1). 

со-2"-1 

Если i Q g n
 т о и з неравенства (7) на основании результата Лупа-

нова [1] имеем, что , -1 а"-' , ш-Г гп~1 

Л ^ l 0 8 C » - ' log <V-l 
, , ~ , , V * " - 1 • 

log log С2„'_, log log C2n'_1 

Следовательно, из (8) получаем, что 

log log C^n-i 

В силу того, что cofS 1/2, 1 SiS[/ i—2 log л], из последнего неравенства 
следует, что 

[n-2iognj log с2
ш

п<-гГ' 
L(J) , f l log log Q"„<_r1 ' 

Правая часть последнего неравенства не зависит от функции откуда и 
вытекает утверждение 2). 

Замечание. Используя таблицу сложностей классов функций для некото-
рых значений числа единиц, приведенную в [1], находим соответствующие 
асимптотики для верхней оценки £(Фп+1(<й)). 

Нижние оценки для Ь(Фп(а>)) получаются из «мощностных соображений» 
[1,2], основанные на следующем утверждении. 
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СО,, 1 S i з » [ и + 1 - 2 log (и+1)1 L(<P» + i (S) ) 

(log ri)c 

2» ' c 1 /72 (log í l ) c _ 1 

nc 

, с > 0 
2" 

„с + 2 

( с+1) log п 
2 n c - " , 0 с с с 1 /12—С2ПС 

2 < c " 1 ) n , 0 < с < 1 
1 - е 

и2сп 

с 

1 log! / ( " ) Л 2" log (ÍJ) 

'//(/!) П 
1 

в частности , с > 0 
пс 

v ( ' 0 
с2" log л 

п° 

1 
а, 0 a s — 

2 
02", где 2"" = « " ( I - « ) 1 " " 

Лемма 
( 2 

СО: = min СО: lSjiSn 1 

Доказательство. Через ФШ( обозначим класс функций / ( х и ..., х„), для 
которых co{=(Oi, и из равенства / ( а 1 ; ..., a i ; ..., а„)—/(а^ ..., а ( , ..., а„) 
следует, что / ( а х , ..., а„ ..., а„) = / ( « ! , ..., а,-, ..., а„)=0. 

Нетрудно проверить, что если то mjёсо{, 1 = / = « . Следова-
тельно, Ф ^ с Ф Д ш ) , |ФШ( |<|Ф„(с5)|. 

Легко видеть, что I I = С^'Л""1. 2m '2" -1 ^ (использовали неравенство 
( и ) " Г 2"- 1 Г ' 2 " " 

С„ ) = 1 2в-1 J • 2Ш<2"~1 откуда и получаем утверждение леммы. 

со-2п~1 

Теорема 3. Если, со, = min • °° при то 
lSjSn J log и 

Доказательство. Достаточно показать, что для любого е > 0 при к(п) = 
соа-\\-\оЕщ) И(п,к(п)) 

= ( 1 ~ £ ) 1 0 § ( ш г Я 2 - ' ) И ^ а в е д л и в о соотношение ^ ^ - 0 

(л оо), где 7У(я, А:) — число различных неприводимых схем сложности не 
более к (см. [1, 2]). 
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Известно (см. [1,2]), что N(n, £(я))^(16(и+£(и)))п+*<" )+3. Из этого 
неравенства и леммы имеем 

- а > , 2 — 1 ( l - l o g ш,) - - о » , 

при « ->- оо, если —: <- Тем самым теорема доказана. 
log И ш 2п-1 

Следствие 1. Если w. S l / 2 , 1 s / s Гл — 2 log и] и —г при и—«> J log л 
ft): = min ш ь т о 

1 S j S n J 

ш,-2-Ч1-1о е ш,) , , ( Л ( Г , Л <
 [n~24og"1 log Cg,'-2;-1 

log (Ш.П2"-1) Д l o g l o g C ^ r . • 

rf Следствие 2. Если a>f = х , í > 0 , 1 то 

(5+T)k>gH ~ Ь{ФЛЩ ~ (s+Çogn • 

Summary 

It is shown in this work that if Boolean functions with restricted activities of arguments 
are considered then more simple realizing schemes can be constructed. In many partial cases the 
upper estimations for Shannon function have been recevied and in some cases the lower ones are 
given as well. 
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