Das Prinzip der maximalen Entropie und seine Anwendung
in der Codierungs- und Suchtheorie

Von TH. FISCHER

1. Einfithrung

Das von E. T. Jaynes urspriinglich fiir die statistische Mechanik begriindete
Prinzip der maximalen Entropie hat zwar vielfaltige Anwendungen gefunden, ist
aber bis heute nicht unumstritten. Einen Uberblick sowohl iiber die verschiedenen
Anwendungsgebiete als auch iiber die Schwierigkeiten, die sich bei der Begriindung
dieses Prinzips ergeben, findet man in [13]. In dieser Arbeit wird nun eine Un-
gleichung bewiesen, durch die die Verwendung der entropiemaximierenden Vertei-
lung fiir gewisse Anwendungsbereiche eine neue Rechtfertigung erfahrt.

Es sei p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber der endlichen Menge X. Mit

H(p) =p¢ xéZX p(x)log p(x)

sei die Entropie der Verteilung p bezeichnet. Aus der Codierungstheorie ist gut be-
kannt, da8 fiir jede weitere Verteilung ¢ iiber X die Funktion

H(p, q) =t xgx p(x)log (%)

stets grofler oder gleich H(p) ist. Im Gegensatz zur Entropie besitzt die Funktion
H(p, q) auch keine obere Schranke. Wenn man jedoch-eine konvexe und kompakte
Menge P von Verteilungen tiber X fest vorgibt, 148t sich stets eine Verteilung g so
finden, daB fiir alle peP die Abschitzung

H(p, q) = max H(p) 1)
gilt. ’ :
Diese Ungleichung besitzt nicht nur theoretische Bedeutung. In der Codierungs-
theorie interessiert man sich fiir die Existenz von Codes, die nicht nur fiir eine spe-
zielle Verteilung, sondern fiir eine ganze Klasse von Verteilungen gleichermaBen
geeignet sind, vgl. [2]. Die Ungleichung (1) eréffnet eine besonders einfache Még-
lichkeit, derartige universelle Codes zu erhalten. Wendet man nimlich bestimmte
Konstruktionsalgorithmen nicht auf die Quellverteilung p, sondern auf eine andere
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Verteilung ¢ an, dann 1aBt sich die Giite des erhaltenen Codes mit Hilfe der Funk-
tion H(p, q) charakterisieren [3]. Durch Anwendung tekannter Konstruktionsalgo-
rithmen auf eine entropiemaximierende Verteilung lassen sich also gute universelle
Codes gewinnen. Ahnliches gilt fiir die Konstruktion universeller Suchbiume. Dabei
ist besonders wichtig, daB dies auch fiir kleine Blocklingen gilt, fiir groBe Block-
lingen liéfern dagegen asymptotische Methoden bessere Ergebnisse [2).

Im nachfolgenden Abschnitt wird zunichst eine Verallgemeinerung der Un-
gleichung (1) fiir die von A. Rényi eingehend untersuchte Entropie der Ordnung o
bewiesen. AnschlieBend werden dann die schon angedeuteten Anwendungen dieses
Ergebnisses auf verschiedene Probleme der Codierungs- und Suchtheorie elngehend
dargelegt.

2. Eine Ungleichung fiir die a-Entropie

Es sei X eine endliche nichtleere Menge und p eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
iiber X. Fiir jeden reellen Parameter «, 0<a=1, und jede Verteilung p sei die En-
tropie der Ordnung o («-Entropie) als

{ ( H(p) fir a=1
Ha (p) =pf 1 log 2 p(_x)a fiir o€ (O, 1)
1—a xeX

erklirt. Als Logarithmenbasis ist dabei jede von 1 verschiedene positive reelle Zahl
zugelassen. Wie iiblich wird 0log 0=0 gesetzt. Die Eigenschaften der a-Entropie
wurden in [12] eingehend untersucht.
Von E.G. Nath stammt folgende Verallgemeinerung der a-Entrople fiir zwei
Verteilungen p und q:
H(p, q) fir a=1

Ho(p, ) =nr —1log > p(x)g(xy*~t fiir a€(O0,1).
l1—«a x€X
Offensichtlich ist die Funktion H,(p, q) ebenso wie die a-Entropie stets nichtnegativ,
im Gegensatz zu dieser aber unbeschrinkt nach oben. Setzt man jedoch voraus, da3
mit g(x) auch stets p(x) verschwindet, dann ist H,(p, q) endlich und stetig sowohl
in p als auch in g. Weiterhin gilt stets H,(p, ¢)=H,(p), vgl. [3, 11], und fiir g=p
erhilt man H,(p, p)=H,(p).

Es sei jetzt P eine konvexe und kompakte Menge von Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen iiber X und « sei beliebig aber fest gew#hit. Ferner sei p, eine Verteilung,
die die a-Entropie in P maximiert, d. h. es gilt Ha(po)=x;1€a}),( H,(p).

Satz 1. Fiir alle peP gilt H,(p, po)=H.(p,).

Zum Beweis von Satz 1 wird der folgende Hilfssatz bendtigt (R bezeichne dabei
den Korper der reellen Zahlen):

Hilfssatz. G sei ein konvexes Gebiet im R” und g sei eine in G definierte reell-
wertige Funktion. Dann ist g(p) dann und nur dann eine konvexe Funktion des
Variablenvektors pEG wenn die “reelle Funktion f(1)=p; g(Ap’+(1—=2)p”),
0=21=1, fir alle p’, p”"¢G konvex beziiglich 1 ist.
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Beweis. Bs seien A, 1,€][0, 1] und fiir beliebige p’, p”"¢G sei py=p;d;p’+
+(1—=24)p”, i=1,2. Mit p’ und p” liegen auch p, und p, in G. Wenn g konvex in G
ist, erhilt man fiir jedes @¢[0, 1] unter Beachtung der Gleichung 1=¢+(l—g)

fle+(1—0)2s) = g(eh+(1—0)2a) P’ +(1— el —(1— ) 25)p")) =
= g(ep+(1—)p) = eg(P)+(1— Q) g(pd) =
‘ = 0g(Lp+(1-2)p")+1 - g(hp’+(1-2)p") =
= of(A)+(1—0)f(4o),

d. h. fist konvex. Wenn hingegen f als konvex vorausgesetzt wird, erhélt man mit
A=1, 2,=0 die Ungleichung f(e¢)=0f(1)+ (1 —0)f(0), woraus sich unter Beach-
tung der Definition von f unmittelbar die Konvexitit von g ergibt.

Beweis von Satz 1. Fir beliebige Verteilungen pep sei
S =p¢ H,(Ap+(1—2) po)-

Da die «-Entropie eine konkave Funktion des Variablenvektors p ist, ist auch f

konkav beziiglich A. Da iiberdies f(0)=Ha(p0)=Ilr,1€a}g( H,(p) gilt und alle Vertei-

lungen Ap+(1—A)p, wegen der Konvexitit von P zu P gehoren, erhélt man fiir alle

A€[0, 1] die Ungleichung f(1)=f(0). Da f konkav ist, ergibt sich daraus, daB f -

eine monoton fallende Funktion von A ist. Fiir alle A€[0, 1] gilt also f’(2)=0.
Fiir a¢(0,1) erhilt man

rW=—23 (P () + (L= po (X))~ (p(x)—po(x)) log e

=0.
—a £k xé’x (Ap(x)+A—2) po(x))

Setzt man in dieser Ungleichung A=0, erhilt man
DRI 0
: I—a &% 2 po(x)

x'eX

(p (x)—pO (x)) = 09
wegen of(l—a)=0 and 3 po(x)*>0 ergibt sich daraus -
x'€X

2 pPX)pe(x)y = 3 po(x)*
x€X x€X

und durch Logarithmierung und anschlieBende Multlphkatlon mit dem Faktor
1/(1 —a) erhélt man die Behauptung von Satz 1.
Zum Beweis fiir den Fall a=1 bildet man ebenfalls die Ableitung von f. Es

gilt
)= x%'{ (P(x)— po(x)) log (1 =) po(x) +4p(x)) = 0.

Fiir A=0 folgt daraus H(p, po)=H(p,).

Es bleibt noch zu Zelgen daB die Ableitung an der Stelle 0 auch tatséichlich exis-
tiert. Man sieht leicht ein, daB f’(2) fiir A=0 nur dann nicht definiert ist, wenn es
ein X mit p(x)>0 und po(x) 0 gibt. O. B. d. A. sei X das einzige Element mit
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dieser Eigenschaft. Wihrend alle iibrigen Summanden einen endlichen Wert besitzen:
strebt dann der in f’(1) vorkommende Ausdruck —p(X)log/p(x) fir A-0
gegen <. Es gilt daher lim f ’(A)=o. Dies widerspricht aber der Tatsache, dafl

die Ableitung von f mcht posmv ist.
Wie in fritheren Arbeiten gezeigt wurde, spielt auch die Funktion

H; (p, 9) =pc2H,(p, )+ (1 —) H,(q)
im Zusammenhang mit Codierungsproblemen eine wichtige Rolle [3, 4].
Folgerung 1. Fiir alle péP gilt H,(p, po)=H,(p,)
Der Beweis dieser Ungleichung folgt unmittelbar aus Satz 1 und der Definition
von H/(p, 9).

3. Universelle lingenvariable Codierungen

Mit [X,p] sei jetzt eine diskrete gedichtnislose Quelle bezeichnet. und
¢,: X"—>W(Y) sei eine Codierung aller Worter der Liange n in Woérter iiber einem
anderen Alphabet Y. Die Linge eines Codeworts c,(u) wird mit /(u) bezeichnet.
In [1] wurde als Mab fiir den Aufwand einer Codierung c, die (exponentielle) mlttlere
Codewortlinge '

L (c,) =p¢ “t‘ log, eZX'" p(u)b"® @3]

vorgeschlagen. Dabei bezeichnet b die Kardinalzahl von Y und ¢ ist eine beliebige
positive reetle Zahl. Fir t—-0 geht (2) in die lineare mittlere Codewortlénge

/Lp(cn) =D.f uEZXY" p(u)l(u)

iiber, es ist daher gerechtfertigt L9(c,)=p;L,(c,) zu setzen.

Es sei jetzt t=0 fest gewidhlt und a=p 1/(1+1¢). Weiterhin sei eine beliebige
Verteilung g iiber X vorgegeben, die durch die Festlegung g(u)=p;q(xy)- ... -q(x,)
fiir alle u=x,...x,€6X" zu einer Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber X erweitert
wird. Mit g, wird die durch g¢,(x)=p;g(x)*/ eZ}’(q(x)“, x€X, definierte Hilfsver-

teilung bezeichnet, die sich ganz analog auf X" ausdehnen 1iBt. Bekanntlich 148t
sich stets eine eindeutig decodierbare Codierung c¢,: X"—~W(Y) so finden, daB fiir
alle Codewdrter c,(u) die Beziehung

I(u) = —~log, q,(w) +1 €))

erfiillt ist. Dies kann zum Beispiel durch Anwendung des bekannten Shannonschen
Algorithmus auf die Verteilung g, erreicht werden. Fiir die mittlere Codewortléinge
(gemittelt mit der Quellverteilung p) erhdlt man dann

Lye) = nHip +1, @
vgl. [5]. Fir r=0 gilt offenbar ¢,=¢ und man erhalt
Ly(c) = nH(p, g)+1.
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Es sei jetzt P eine konvexe und kompakte Menge von Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen iiber X. Durch P wird eine ganze Klasse diskreter gedichtnisloser Quellen
mit dem gemeinsamen Alphabet X festgelegt. Ferner sei eine Verteilung poe P so ge-
wihlt, daB .

H,(p)) = max H,(p)

gilt. Ersetzt man nun die Verteilung g durch p,, dann gilt wegen (4) fiir jede Vertei-

lung p
L;(Cn) = nHa,(pa p0)+1

und fiir alle peP ergibt sich aus der Folgerung 1
Li(c,) =nH,(py)+1.

Satz 2. Fiir jede konvexe und kompakte Klasse P von diskreten gedichtnislosen
Quellen [X, p] und jedes =0 148t sich eine Folge eindeutig decodierbarer Codie-
rungen c¢,: X"—W(Y) derart konstruieren, daB fiir jede Verteilung p¢P die Un-
gleichung '

t =
L5 (c,) = nmax Hy(p)+1

erfiillt ist.

Da fiir die Konstruktion der Codierung c, nur die Kenntnis von P benutzt wurde,
148t sich ¢, als universelle Codierung fiir P auffassen. Im Unterschied zu den iiblicher-
weise betrachteten asymptotisch universellen Codierungen [2] gilt diese Eigenschaft
fiir jedes n, insbesondere also auch fiir n=1. Dies ist wichtig, weil mit wachsendem
n auch der Umfang des Codebuchs exponentiell anwichst. Uberdies lassen sich die
erwihnten asymptotischen Methoden auch nicht fiir die Konstruktion von Such-
bdumen nutzen.

4. Universelle binfire Suchbiume
Als MaB fiir den Suchaufwand in einem biniren Suchbaum B wird gewdhnlich

die mittlere Weglinge
L,(B) =p¢ x%; p()(x)

betrachtet. Dabei ist X eine den Endknoten von B zugeordnete endliche linear geord-
nete Menge, /(x) bezeichnet die Weglidnge (Anzahl der Kanten) von der Wurzel des
Baums bis zu dem mit x markierten Endknoten und p ist eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung iiber X. Bekanntlich 148t sich zu jeder Zugriffsverteilung p ein. bmarer
Suchbaum so konstruieren, daB fiir alle x¢X die Unglelchung

I(x) = —log, p(x)+2 S

gilt. Dies kann zum Beispiel mit den Alg()rithmen von Gilbert und Moore [9] oder
Mehlhorn [10] geschehen.

Es sei nun-wieder angenommen, daf3 von der konkret vorliegenden Zugriffs-
verteilung nur ihre Zugehorlgkelt zu emer konvexen und kompakten Klasse P be-
kannt ist. Ferner sei p, so gewiéhlt, daB H{(p,)= max H(p) gilt. Wendet man die

oben genannten Verfahren auf die Verteilung Do an, dann erhilt man wegen [5] einen
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Suchbaum B mit
L,(B) = H(p, po)+2.

Durch Anwendung von Satz 1 fiir a=1 erhalt man daraus unmittelbar das folgende
Ergebnis:

Satz 3. Zu jeder konvexen und kompakten Klasse P von Zugriffsverteilungen
148t sich ein bindrer Suchbaum B so konstruieren, daB fiir alle p¢P

L,B)= max H(p)+2

gilt.

Es soll hier nur kurz erwihnt werden, daf8 Satz 3 auch fiir den Fall verallgemei-
nert werden kann, daB mit positiver Wahrscheinlichkeit nach Informationen gesucht
wird, die nicht im Suchbaum abgespeichert sind. In diesem Fall kann dann nur der
ohnehin giinstigere Algorithmus von Mehlhorn verwendet werden, vgl. [5].

5. Universelle Blockcodierungen

In der kla551schen Informatlonstheone werden als Blockcodes Mengen der Form
| Co(p) =pr {u/ue X"\ p () > €}

betrachtet, vgl. [8]. Dabei ist ¢>0 eine vorgegebene Schranke. Fiir konvexe und
kompakte Klassen P von diskreten gedichtnislosen Quellen [X, p] 1aBt sich ein fiir P
universell geeigneter Blockcode ebenfalls mit Hilfe einer entropiemaximierenden
Verteilung, bestimmen. Es sei p, also wieder so gewihlt, da H(p,)= maxH(p)
gilt. Fir jede reelle Zahl R>0 sei dann

C (po)—m {u/u€ X" Apo(u) = 27"F}.

0 fir wuecC, (po)
o) ‘Df{l fir € X™C,(py)

definierten Funktion ¢ 1iBt sich die Fehlerwahrscheinlichkeit bei Verwendung des

- Codes C,(p,) durch
. Pn inuGZX’"p(u)(p(u)

Mit der durch

ausdriicken. Offenbar gilt fiir alle «¢(0, 1) die Abschitzung

o(u) = %,_(ng

Damit erhilt man ) . .
P =270 3 p(Wpowr ! = exp{~n(l-o)R+log Z p(u)po(u)f T} =

[ .
= exp {—n(1—0)[R—H,(p, py)]} = exp{—n JSup (1—-0)[R— H,(p, p)]}-
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Ahnlich wie in [8] 14Bt sich zeigen, daB der Exponent
E(R, p, p)) = sup (1—o)[R—H,(p, po)l
x€(0,1)

positiv ist, wenn der Parameter R die Bedingung

R = H(p,p,)

erfiillf. Wegen H(py)=H(p,p,) fir alle pcP ist dann fiir R=>H(p,) erst recht
E(R, p, p))=>0. Damit ist der folgende Satz bewiesen:

Satz 4. Fiir jede konvexe und kompakte Klasse P von diskreten gedichtnis-
losen Quellen [X, p] und jedes n 148t sich ein Blockcode C,& X™ derart bestimmen,
daB fiir die bei der Verwendung von C, entstehende Fehlerwahrscheinlichkeit P,

P" = 2~-nE(R, p, po)

gilt. Wenn R>1§Eal),(H(p) ist, gilt fiir alle pecP
' lim P, = 0.

Damit ist eine Folge von Blockcodes gefunden, deren Fehlerwahrscheinlichkeit
fiir alle Quellen [X, p] mit peP verschwindet. Die Folge (C.),=1,s,. kann daher
ebenso wie die einzelnen Blockcodes als universell geeignet fiir P angesehen werden.

6. Abschliefende Bemerkungen

1. Im Zusammenhang mit den Sitzen 2 und 3 muB auf das folgende offene
Problem hingewiesen werden: Es ist nicht bekannt, was die optimalen Algorithmen
bei der Anwendung auf eine entropiemaximierende Verteilung leisten. Die weiter
oben benutzte Methode gibt hieriiber keinen AufschluBl, da die optimalen Algorith-
men nicht die fiir den Beweis der Sitze 2 und 3 wesentlichen Ungleichungen (3) bzw.
(9 erfiillen. Ahnlich verhilt es sich auch mit einigen anderen Konstruktionsverfahren,
vgl. z. B. [6].

2. Die Fehlerabschdtzung im Satz 4 ist etwas schwiécher als die von Jelinek fiir
den Fall einer bekannten Verteilung p angegebene. Eine entsprechende Abschéitzung,
die den Fehlerexponenten von Jelinek als Spezialfall enthalt wurde in einer friiheren
Arbeit bewiesen [3].

3. AbschlieBend sei noch darauf verwiesen, daBl das Prinzip der maximalen
Entropie hier gegeniiber dem iiblichen Gebrauch etwas erweitert wurde. Einerseits
wurde es auf die Entropie der Ordnung « bezogen, andererseits wurde es durch die
Einbeziehung der Ungleichung von Satz 1 ergénzt. Durch Satz 1 erhilt das Prinzip
der maximalen Entropie hier zugleich seine eigentliche Rechtfertigung.

Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden universelle Codier- und Suchverfahren beschrieben, die auf der Ver-
wendung des Prinzips der maximalen Entropie beruhen. Hierzu wird eine Ungleichung fiir ver-
allgemelnerte EntropiemafBe bewiesen, durch die das Prinzip der maximalen Entropie zuglexch
eine neue Rechtfertigung erhilt.
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