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�
 ���� ������
 �� ����	��� ��� ��
���� �� ��� ������ 	����� !������ "� #�� ���
��	!�
��� � �� $��� %����#	
& ��� '�(� )��  �
�	�� ��
���� �� � *
��� ������ 	�����
�	��	 �
+��+�� � ��� I = {1, 2, . . . , n} �
� �
 �	��	 	������
 ≺i �
 � 
�
�!��� ��� Xi

��	 ���� i ∈ I� "� ��� ∼i ��
��� ��� ��!!��	�� ��!���!�
� �� ≺i �� ���� xi ∼i yi ��
�
� �
�� �� (xi ≺i yi �	 yi ≺i xi) ���� 
�� ����� "��� x = (x1, x2, . . . , xn) �
� y =
(y1, y2, . . . , yn)& y �	������ x ������ 	��������� #
��	 ��� 
��#	�� �	��	 < �
 I �
�
���� 	������ �� ��� ≺i �	 x <L y ��	 ���	�& �, {i : i ∈ I and (xi ≺i yi or yi ≺i xi)}
�� 
�
�!���& �
� xi ≺i yi ��	 ��� *	�� ��!������� i �
 ���� ����
%�	 ���� 	����
 � ������ 	����� �	��	 <L�� ���� 	���		�� �� �� �
 �	��	 �� *	��
��,�	�
���
�
 ���!��� �� � ������ 	����� �	��	 �	���� �	�! ��� ������������ �	��	 �� ��	��
�
 � ������
�	� �	 ������
� )� ���� ���� ��� I = {1, 2, . . . , n} & ��� Xi = A =
{∅, a, b, . . . , z} ���� ∅ ≺i a ≺i b ≺i . . . ≺i z ��	 ���� i & ��-� n �� ��	 � �� ���
��
 ��� ������ ��	� & �
� ��� ��� .
 ���� ��	� α1α2 . . . αm ���� m ≤ n ��		����
�
�� (α1, α2, . . . , αm, ∅, . . . , ∅) �
 An. )��
 <L�
 ��� �#���� �� An ����� ��		����
��
�� ��� /�� ���!��� / ��	�� �	��	� ����� ��	�� �
 ����	 
��#	�� ������������ �	��	�
%�	 ���!���& /��/ �	������ /��-/ ��
�� (a, s, ∅, . . . , ∅) <L (a, s, k, ∅, . . . , ∅) ����� ��
�� ��� ���� a ∼1 a, s ∼2 s, ∅ ≺3 k.
�
 !#����	���	�� �������
 !�-�
 ��� ���� �� ��� ������ 	����� �������
 ��
����� �� �
���	�	��� �	 �	��	�� ��� �� ���	��#��� �	 �	���	��� 0������
 ����	
���+�� �	� ���!�
��
�
������� �
 ��� ����� �� ��� *	�� �	 !��� �!��	��
� �	���	��
& �� !�	� ���
 �
�
����	
���+� �� /����/ �	 /����������	�/ �
 ���� �����& ���
 ����� �	� ��!��	�� #
��	
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��� ����
� !��� �!��	��
� �	���	��
 �
� �� ��	��� )�� �	�
����� �� �	��	 �� *	��
��,�	�
�� ���� ���� �
� ����	
���+� �� /�����	/ ���
 �
����	 �, ��� *	�� �� /�����	/
���
 ��� ����
� �
 ��� !��� �!��	��
� �	���	��
 �
 ����� ���� ��,�	�
1� ��� x �
� y �� ��� ����	
���+�� ������
�� �
� c1, c2, . . . , cn �� ��,�	�
� �	���	��&
xi �
� yi �	� ��� #�������� ��+��#����
�� �� x �
� y� "� ���
���� x �
� y ���� ����	
�+��#����
 +����	 x = (x1, x2, . . . , xn) & y = (y1, y2, . . . , yn). )��
 ≺i �� ��� �	��	
	������
 ����	��
 �� ci �
 ��� ��� �� ����	
���+���
"� ��� ���� xi ∼i yi �, ��� ����	
���+�� x �
� y �	� �
��,�	�
� ����	��
 �� ��� ci,
�
� �� ��� ���� x <L y �, xi ∼i yi ��	 i ∈ {1, 2, . . . , k − 1} ���	� 0 ≤ k−1 ≤ n−1
�
� xk ≺k yk �
 ����	 ��	�� ��� ����	
���+� y �� �	���		�� �� ��� ����	
���+� x &
����	��
 �� ��� �	���	�� ck�
)�� ������ 	����� �������
 !����� �� � ���� ��������� !������ �� ��
 �		�
 �
���� �� �	���	�	� ������& �
� �� �� �#������ �� �+��#��� � ��� �� ��
����	���� ����	2

���+��� )��� !����� ���� 
�� 	�3#�	� ��� ��� �� �� �	���	�� �
� �
 ����� �� ���
��!������ ������ �		�
 �� ��� ����	
���+��& 4����5- '�6(� 1�!� �������
 �	����#	��
��+� ������ 	����� �������
 	#��� �� �	�+�
� ����& )�!��� '
�(� 1�3#�
���� ��	��
�
 
�	����#	�� ���#��	��� �
����	 ��!!�
 ����������
 �� ��� ������ 	����� ����� ��
2
������� �	 ����	
���+�� �	� *	�� ��	��
�� #
��	 �  �+�
 �	���	��
 ���	���� ���� ���
#�� �� � ���� �	 �
 �
��	+���� �
� ����	���� �
�� /	�7����/ �
� /����	�/� �
 ��	!� ��
≺1 �� ��� ��� �� ��
�������& x ∼ y ���
�+�	 ���� x �
� y �	� /	�7����/ �	 /����	�/&
���� x ≺1 y ���
 x �� � /	�7���/ �
� y �� �
 /����	/� )�� /����	�/ �	� ���
 ��	��
��
�#	���	 �� ��� ����
� �	���	��
 �	 ���� �
� ��	��� �
�� ���  	�#��� 8� ��#	�� ���
/	�7����/ �	�! ��� *	�� ��� � !�� 
�� �� ������ ��	 ��� ����
� ��� �& �#� ���� �� ��

� �!��	��
�� �	�! ��� +������
� �� ��� ������ 	����� 	#�� ������ �	�! ��� ���
�2
���
� �� �9���
�� ���� �� !�� �	�!����)��� �	����� !�� ��
��
#� ��	�# � ��+�	��
!�	� ��� ��& ��	���� �
��#��
 � 	�
-�
 �� ��� ��
������� ��� �#	+�+� �� ��� ����
��� �� �
����	 ������ �� ��� #��
 �� ������ 	����� �������
 !����� �� �� �+��� ���
�
�	�
����+��� �� �	���	�
��� �� ≺i �� � ���- �	��	 ��	 �+�	� i ���
 <L �� � ���-
�	��	& �� ≺i �� � ��
��	 �	��	 ��	 �+�	� i ���
 <L �� ���� � ��
��	 �	��	& �#� ���
 ≺i

�� � ��	���� �	��	 ��	 �+�	� i �� ���� 
�� ������ ���� <L �� � ��	���� �	��	& �+�
 �� <L

�
��#��� ������� �� ≺i �= ∅ ���
 ��� ������ 	����� �  �	� ����
 �	���	+�� �	�
����+���&
%����#	
 '�(& 1���!��� '��(� ���#� �  �
�	�� ��
���� �� ��� �	���	�
�� ������ �
�
��� 	��	���
�����
& ��� 0�!��&:�
�;� '<(�
�
 ��� �+��#����
 �� ����	
���+��& ����	��
 �� ��� ck �	���	�� ��� +��#�� xk, �
� yk

��#�� �� 
#!�	���� +��#�� �	 ���� �	���� �
 ��� ���� �� ���� �	��� ��� ������ 	�����
�������
 ��
 �� ���	����	�;�� ���� ��� ���� �	���	��� "� ���� �	�+� ���� ���	� ������
� ��� ���� 	��	���
�����
 �� ������ 	����� �������
 !����� �
 ��� 	��� 
#!��	��
)��� ������ � #
�+�	��� ��	!= $48>.)?..& .@.�)4. �
� #������ �	� �������
����� �� ��& ��� 0�!��'A(�
�� �� �!��	��
� �� 
��� ���� ��� ���#���
 �� !�
� >�0> �	����!� 	�3#�	�� ���
����������
 �� ��� �	 ��	�� �������
 !������� %�	 ���!��� ���
 ���  	�#�� ��
�	���	�� 
���� ��,�	�
� �  	� ����
 �	����#	��� �
 �#	 !���� �� ��
  �+� ��,�	�
�
�������
 !�-�
 !������ �� ���
 �
 ��� ��	�!���	��
"� ��
��	#�� � ��� ���� !����� ��  �� ��� �������
 �#
����
 �� ��� ������ 	�����
�������
 !������ "� ������ ��� ��� ��� �
 �#�� � ���& ���� � 	�
 � �� ����	
���+��



��� ������������� �������
 ��
����
 �B

�� ck �	���	�� ��#�� 
�� �� ���
 �� �� ck+1, ck+2, . . . , cn �	���	���

%�
���� �� ��!��	� ��� ��
�����
� �� ��� ������ 	����� �������
 !����� �
� ���
�		�� �!����������� ����	�!�

)�� !��
 ������ �� �#	 !���+����
 �� ���� ��� !�
���
�� 
�
2��!��
����	� �	��2
�	�� �		�
 � ��� �	���	�� �� ����	 �!��	��
�� �
� ��
�� �� ��� �������	 �
 ����
�������
 !����� 1� ��� �������	���� �� �
 ����
���� �	����� �
 ���� !������

�
 �#	 ����	 �� �#����� ���� �!�
 ��� ����	
���+�� ���	� �	� 
� ��� ������ 	���2
������ �3#���

� �
� 	������	�
�� �� �
� ���
	�����

	 ��	
�
��

���	�
���

)�� ������ 	����� �������
 !����� �� � �����! ���#	�
 ���!� �
 �#��������
�� %�	
��� 
#!�	���� 	��	���
�����
 �� ��#�� 
�� *
� ���#���
� �� !�� ������ �	�! ���

� ���+� 	��#��� �
 ���� �� ��& ��	 ���!��� ��� ������ 	����� �	��	 �� ��� ���
�=

������� �	 ����� ���� ��	 �
��	 ��
 ���	������ f(x, y) ����	���� ���� 	��	�

(x, y) <L (v, z) �� f(x, y) < f(v, z).

������ @�� ��� +��#�� x, x1, x2, y1, y2 �� �#�� ���� x1 < x < x2 �
� y1 < y2 � "�
�#����� ���� ���	� ������ ��
��
#�#� f(x, y) �#
����
& ��	 �����=

(x, y) <L (v, z) �, f(x, y) < f(v, z).

)��
 ��	 ��� !�
���
�� +��#�� �� �� �	#�& ����=

(x, y2) <L (x2, y1) <L (x2, y2) �, f(x, y2) <L f(x2, y1) <L f(x2, y2).

C���#�� f(x, y) �� ��
��
#�#�& �� �� ��
��
#�#� �� ��� ���
� (x2, y2)�
@�� ε �� �
 �	���	�	��� *��� ������+� +��#� �#�� ����

ε < f(x2, y2) − f(x2, y1).

)��
 ���	� ������ � +��#� δ, �#�� ����=

�� |(x2, y2) − (x, y2)| < δ ���
 f(x2, y2) − f(x, y2) < ε.

�#�

f(x2, y2) − f(x, y2) > f(x2, y2) − f(x2, y1) > ε

����� ��
�	������ ���� f(x, y) �� ��
��
#�#��
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�� �

 ��� ��
���� 	�
����
�

�
 ��� �
�	��#����
 �� ����
 ��� ������ 	������� �������
 ��
����� �
 ���� ������

�� ��
��	#�� � ������ 	������� �������
 �#
����
� %�	 ��� ��
��	#����
 �� #�� �
 �
�	�� �	���	�
�� �#
����
 p(x, y) �
� � τ(x) !���*�	& ��	 ��	������� �#
����
&
����� �	� ��� �������
 & ����	��
 �� 0�!�� 'A(=

p(x, y) = (y − x + 1)/2

τ(x) =

⎧⎨
⎩

0 �� 0 ≤ x < 1/2,
1/2 �� x = 1/2,
1 �� 1/2 < x ≤ 1.

@�� A = {a1, a2, · · · , am} �� ��� ��� �� ����	
���+��� @�� C = {c1, c2, · · · , cn} �� ���
��� �� ��� �	���	��& �	��	�� �� �!��	��
��� @�� xij ��
��� ��� �+��#����
 �#�������
�� cj �	���	�� �
 ��� ���� �� ������
 ai �� �
 ����	
���+� & 0 ≤ xij ≤ 1� )�� �������

���#����
 ��
 �� ����	���� ���� ��� �������
 �������
 !��	��=

c1 c2 . . . cn

a1 x11 x12 . . . x1n

a2 x21 x22 . . . x2n

���
���

���
���

���
am xm1 xm2 . . . xmn


	�	� ������
��� �� 
�� ���������� ����
���

@�� p(x, y) = P (y−x) ��
����	 �� ��� �#
����
 �� y−x& �
� ��� 0 ≤ x, y ≤ 1� )��

y − x ∈ [−1, 1]. "�  �� ����=

sign(y − x) =

⎧⎨
⎩

−1 �� 0 ≤ p(x, y) < 1/2
0 �� p(x, y) = 1/2
1 �� 1/2 < p(x, y) ≤ 1

)��


P (sign(y − x)) =

⎧⎨
⎩

0 �� 0 ≤ p(x, y) < 1/2
1/2 �� p(x, y) = 1/2
1 �� 1/2 < p(x, y) ≤ 1

�� ����	���� �
 ��� �
�	��#����
 �� ���
���� ��� ����	
���+�� ���� ��� �+��#����


2�#����& �� �� ���

ai = (xi1, xi2, . . . , xin) �
� aj = (xj1, xj2, . . . , xjn).

)� �	��	 ��� ����	
���+�� ai,�
� aj ���� 	������ �� �	���	�� ck& �� ��� x = xik �
�
y = xjk �
 ��� �	���	�
�� �#
����
 p(x, y)�



��� ������������� �������
 ��
����
 ��


	�	
 ��� �������
��� �� 
�� ���������� ��� 
�� ������� ����
���	

�����
��� �	 �� ��� ����� ��� ����
 (ai, aj) ���� 	�� p∗(ai, aj) ���������� ��	����
�� 	�� ��������� ������� ��	

p∗(ai, aj) = (ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) ��� εk

ij = τ(p(xik , xjk)).

)��


τ(p(xik , xjk)) =

⎧⎨
⎩

0 �� xik > xjk

1/2 �� xik = xjk

1 �� xik < xjk

)�� �
������	� εk
ij ��
 �� ��
����	�� �� ��� ���!�
�� �� � ���	���� ��!��	���


!��	�� ���� 	������ �� ��� ck �	���	��
�

ck a1 a2 . . . am

a1 εk
11 εk

12 . . . εk
1m

a2 εk
21 εk

22 . . . εk
2m

���
���

���
���

���
am εk

m1 εk
m2 . . . εk

mm

��� ��� ���!�
�� �
 ��� !��
 ��� �
�� �3#�� �� ���� �� !�
���
�� ����	�& ��
�#�����& ���� �!�
 ��� ����	
���+�� ���	� �	� 
� ��� ������ 	��������� �3#��& ��
��	 ���� ���	 (ai, aj) ai = (xi1, xi2, . . . , xin) & aj = (xj1, xj2, . . . , xjn)& ���	� ����� k1

�
� k2 �#�� ���� xik1 < xjk1 �
� xjk2 < xik2 �

��� ��� ������������� 
������
 	�
����


)�� !��
 	��#�� �� ���� ����	 �� ��� �������
 )���	�!=

������� 
	 ��	 A = {a1, a2, · · · , am}  � 	�� ��	 �� ��	����	����� ��	 C =
{c1, c2, · · · , cn}  � 	�� ��	 �� ���	����� �������  
 �����	���
� ��	 xij ����	� 	��
������	��� !�	���	
" �� ���	����� cj �� 	�� ���� �� �������� ai �� �� ��	����	����
0 ≤ xij ≤ 1� ��� �������� ��	��	��� ���  � ������ �� ��	� 	�� �������� ��	��
�

c1 c2 . . . cn

a1 x11 x12 . . . x1n

a2 x21 x22 . . . x2n

���
���

���
���

���
am xm1 xm2 . . . xmn

��	 p(x, y)  � 	�� ���������� ����	��� ��� τ(x)  � 	�� �������� !�� 	��������" �����
	��� �� �� ������ �� ���	��� #�$�

���� 	���� �
��	� wk �����	� k = 1, 2, . . . , n ���� 	��	 	�� ���� ��� ����

li =
1
m

m∑
j=1

τ(
n∑

k=1

wkτ(p(xik , xjk))), i = 1, 2, . . . , m



��� ������ ��	
� �
� ��
��� ��
���

��	���
 	��	
li < lj �� ��� ���
 �� ai >L aj .

1� �� ��
��	#�� ��� ������ 	����� �������
 �#
����
 ���� ��� ���� �� � ��� ���
 
�����!� )��� �#
����
 �� 
�
 ��!��
����	�� )��� ��  �+� �
 ��� �������
 � D���
��  �+� ��� ��� ���
 �����!�
@�� ��� ��� �� �� ci �	���	��
 ��=

wi = 1/2i + 1/(n2n)

�� ��
 �� +�	�*��& ����=
n∑

k=1

wk = 1.

)�� ������ 	����� �������
 �#
����
 �� ��
��	#���� ���� ��� �������
 �#
����
 ��!2
�������
=

τ

(
n∑

k=1

wkτ(p(xik , xjk))

)
=
{

0 �� ai >L aj

1 �� ai <L aj

1�
�� εk
ij = τ(p(xik , xjk)), �� ��
���

εij = τ

(
n∑

k=1

wkτ(p(xik, xjk))

)
.

)�� �������
 !��	�� �	�+���� ��� ���	���� ��!��	���
 !��	�� ���� 	������ �� ���
��� ���� �����! �� �	���	�� (c1, w1; c2, w2; . . . ; cn, wn)

(C, w) a1 a2 . . . am

a1 ε11 ε12 . . . ε1m

a2 ε21 ε22 . . . ε2m

���
���

���
���

���
am εm1 εm2 . . . εmm

��� ��� ���!�
�� �
 ��� !��
 ��� �
�� �3#�� ������ �� ����
D�	!���;�
 ��� ������ 	����� �������
 �#
����
 ��  �� 	��� li �
 ��� �
��	+��

'�&�(�

li =
1
m

m∑
j=1

τ

(
n∑

k=1

wkτ(p(xik , xjk))

)
, i = 1, 2, . . . , m

�� ����=
li < lj �, ai >L aj .

)��� ��3#�
�� �� 	��� 
#!��	� �� ��
��	#���� �
 �#�� � ���& ���� ��	 ����	
���+� ai

�� �  	� ��� ��� �	���	�
��� ������
 ai �
� aj ��	 j = 1, 2, . . . , i− 1, i + 1, . . . , m.
)��� �� ��� !��
 ���� �� ���  ����� �	���	�
�� ��
��	#����
 �� ��� $48>.)?..

!������
)� �	�+� ��� ��		���
��� �� ��� ��
��	#����
& *	�� �� �	�+� ��� ��		���
��� ��

��� ��� ���
 �



��� ������������� �������
 ��
����
 ���

����� �	 ��	 εk
ij = τ(p(xik, xjk) �� �� ������ �	 �� 2.1.2. ���� 	�� ���������

�	�	����	� ��� 	����

!$" min
i,j

n∑
k=1

wkεk
ij = 1/2 + 1/(n2n) if ai <L aj , ��� �	 �� ������� ��

(ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) = (1, 0, . . . , 0).

!#" max
i,j

n∑
k=1

wkεk
ij = 1/2 − 1/(n2n) if ai >L aj , ��� �	 �� ��
���� ��

(ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) = (0, 1, . . . , 1).

����� !�� ����� $"�

��� �� ai <L aj �
� εk
ij = τ(p(xik , xjk)) ���
 � �	���	�
�� 
2�#���

(ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) = (1/2, 1/2, . . . , 1/2, 1, εt+2

ij , . . . , εn
ij) ��	 0 ≤ t < n

��� !�
�!�� 
�
2;�	� ���!�
�& �� εt+2
ij = εt+3

ij = . . . = εn
ij = 0�

�
 ���� ����=
n∑

k=1

wkεk
ij = 1/2 + (t/2 + 1)[1/(n2n)].

�� �� !�
�!�� �� t = 0� )��
 (ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) = (1, 0, . . . , 0) �
� ��� !�
�!#!

�� �3#�� �� 1/2 + 1/(n2n)�

�
� �� ai >L aj ���
 � �	���	�
�� 
2�#���

(ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) = (1/2, 1/2, . . . , 1/2, 0, εt+2

ij , . . . , εn
ij) ��	 0 ≤ k < n

��� !�
�!�� ;�	� ���!�
�& �� εt+2
ij = εt+3

ij = . . . = εn
ij = 1�

)��

n∑

k=1

wkεk
ij = 1/2 − (t/2 + 1)[1/(n2n)].

)��� �� !���!��& �� t = 0 �
� ��� !���!#! �� 1/2 − 1/(n2n)�
)��


(ε1
ij , ε

2
ij , . . . , ε

n
ij) = (0, 1, . . . , 1).

����� !�� ������� #"� C� @�!!� � ��  �� ��	 ��� ��� ���� �#! ����=

0 ≤
n∑

k=1

wkεk
ij < 1/2 if ai >L aj

1/2 <
n∑

k=1

wkεk
ij ≤ 1 if ai <L aj



��
 ������ ��	
� �
� ��
��� ��
���

������
 ��� !���*�	 ��	 ��	������� �#
����
 τ(x) ��	 ���� ��� ���� �#!& �� �����
=

τ(
n∑

k=1

wkτ(p(xik, xjk))) =
{

0 if ai >L aj ,
1 if ai <L aj .

1� τ(
n∑

k=1

wkτ(p(xik, xjk)))  �+�� ��� ������ 	����� �	���	�
�� �	��	�
 ������
 ��2

��	
���+��� 1� ���� ���� ��
��	#����
 ��  �� � �������
 �#
����
� )��
 ��  ��=

m∑
j=1

τ(
n∑

k=1

wkτ(p(xik , xjk))) =
∣∣{aj : ai <L aj

}∣∣+ 1
2
.

)� �	�
���	! ���� 
#!��	 �� ��� '�&�( �
��	+��& ��  �� ��� 	��� +��#��=

li = (1/m)
m∑

j=1

τ

(
n∑

k=1

wkτ(p(xik , xjk))

)

��	 �����

li < lj �� �
� �
�� �� ai >L aj .

��� ��� ������������� 
������
 �����
 �� ��� ����� �	 
����

���
 �����
�

E��
 ��� !�
���
�� τ(x) ��	������ �#
����
& �� ��
��	#�� ��� ������ 	����� ����2
���
 �#
����
� )��� ��	! �� ���  �
�	�� ��	! �� �������
 �#
����
� ���	 ���!���� ��
$48>.)?..& .@.�)4. �
� #�������� �
 ���� ��	!#�����
 ��� ��	! �� ���  �
�	��
!���*�	 ���	������� �#
����
 ��& ��� 0�!�� 'A(=

τp1p2(x) =

⎧⎨
⎩

0 �� 0 ≤ x < p1,
(x − p1)/(p2 − p1) if p1 ≤ x ≤ p2,

1 �� p2 < x ≤ 1.

)��� �#
����
 �� ��
��	 �
 ��� �
��	+�� [p1, p2]� )�-�
 ��� ��!�� �� ���� �#
����
 ��
�����
=

lim
p1→ 1

2 ,p2→ 1
2

τp1p2(x) = τ(x).

1� ��  �� ��� ������ 	����� �������
 !����� �� ��� ��!��� �� �������
 !�������
)���� !������ !�� �� ��!��
����	���� �	 
�
 ��!��
����	�����



��� ������������� �������
 ��
����
 ��A

� �
� ���
	�����

	 ��	
�
�� ���
��� ��� �
� ���

��� �������

�� !�
���
�� �
 ��� �
�	��#����
& ��� ��
���� �� �		�
 �
 ��� �	���	�� ����	��
 
�� ����	 �!��	��
�� �
� ��� ������ 	����� �������
 !����� �� �������	����� C���#��
�� ���� ���	� !�� ��

�����
� ������
 ��� ������ 	����� 	#��& �
� �		��F� �!�����2
������ ����	�!� C#� ��
�����
� �� �		��F� �!����������� ����	�! �	� ������� �� ���
+���
 ���#����
& �
� �� ��� ������ 	����� �������
 ���#����
 ���#�� �� ������� �� �
+���
 ���#����
�

@�� ��� �+��#����
 �� ����	
���+�� ���� 	������ �� �	���	��
 ci �� x1i, x2i, . . . , xni.
@�� ����	 �	��	 �� x∗

1i < x∗
2i < . . . < x∗

ni, �
� ��� x∗
ki = k

n , �� ��  �� ��!��� �

�	��	�
 �
 ����	
���+�� �� ci� )� �	�
���	! ��� +���
 ���#����
 �� !#����	���	��
�������
 ���#����
 �� !�� ��� �
��+��#��� �� �	���	��� �
 ���� ������
 ��� �	�*��
�� � ���- �	��	 �
 ��� ����	
���+�� ����� �
 � �	���	�� ��	 �
��+��#���� )�� ������
�����	� �#
����
 �� � �������
 �#
����
 ����� �  	� ���� ��� �	���	��
 ��	 �
��+��#���
�	��	�
 � @�� 4 �� ��� ��� �� ��� �������� ���- �	��	� �
 ��� ��� �� ����	
���+��� "�
��� ���� �
 �
��+��#�� �� � �������	 �� ��� �	���	�
��� ����!� �#��!�������� ������
�	��	�
����

)�� ����!� �
� ��
�����
� �� ��� �		�� ��	���� �	� ��� �������
 & ��� ?��
 &
@�
 '�A(=

����� � ���� ���������� ����
��� �� �
������ ������
��	 %�� ��� ai ��� aj

��	��� ai &�� ��������� �� ���������	 	�& aj �� aj&�� ��������� �� ���������	 	�& ai�

����� 
 ���� ���������� ����
��� �� 
�����
� ��	 %�� ��� ai ��� aj ��� ak�
ai&�� ��������� �� ���������	 	�& aj ��� aj &�� ��������� �� ���������	 	�& ak ����

ai &�� ��������� �� ���������	 	�& ak�

!����
��� � �"�� ����� �������	 ��� ������ ������� ����	���!�������� �����
	���" f �� ������ ��� ��� ����� �� ������� �� ����������!���	����"�

!����
��� 
 ���� #��$ ����
� ������
�	 '� ak, al ∈ A ��� ak ≺i al ���
i = 1, 2, . . . , n 	��� ak <L al.

!����
��� % �&����������� ���� ������ ��
 ��
����
� �� �	 R(ai,aj) =
F (ai,aj)(p(ai,aj))� ��� ����
 ���� (ai, aj) ∈ AxA, ����� R(ai,aj), F (ai,aj), p(ai,aj) ���
	�� ���	���	��� �� 	�� ������ ���������� ��������� 	�� ������ ������� ����	��� !����
	�� ������ �������� ����	���"� ��� 	�� p ������� 	� 	�� ���� (ai, aj).

!����
��� ' �(��)���
�
�������	 ����� �� �� ���	�	�� �� 	�� �����	
� ����	����
�� �� ���������� 	��	 �������� �� ������� ai 	� aj ��� ��
 ai ��� aj �����	
 ����
��(����� ���������� �� 	�� ����������� �� �	��� ������������

������� % �*������ �����+���
� 
�����������#��	 '� 	���� ��� �	 ����	 	��
������������ ��� 	���� ��	����	����� ����� 	�� ��� ��� �� 	�� �����	
 ��� ���� 	� �����
�� ��
 ��
�!�����	��� $�" 	��� ����
 ������ ������� ����	��� ��	���
��� �����	��� #
��� ) ��� 
������� � ������ �������� ��	���
��� �
���� '� ��� ''� ���	  � ���	�	�������



��< ������ ��	
� �
� ��
��� ��
���

�� !��
� ���� �� �  �+�
 ������ �����	� �#
����
 �����*�� ��
�����
� �2<& ���
 �
��
�	�������
 �	�����

�� ��
 �� ���
 ���� ��� ������ 	����� �������
 �#
����
 �����*�� ����!� �2
 �
�
��
�����
� �2A�

"� 
�� ��
����	 ��� ��	!#�����
 �
 ����� ���	� �	� �	���	�
�� �	��	� ≺i �
 ���
��� �� ����	
���+�� ��	 ���� �	���	�� ���
 ���� �������� �	��	 <L �
 A& ��� %����#	

'�(&'�(& >�� '��(& $���� '�B(�
"� ����� 	���	 �� �
 n + 1 �#��� (≺1,≺2, . . . ,≺n, <L) �� ���- �	��	� �
 A �� �
���#����
� )��
 �� ��
����	 ��� ����������� ���� �
� �
� �� � 
#!��	 �� ����
����
���#����
 !� �� �	����

������� '	 ��	 �� ������� 	��	 * ���	���� �	 ����	 	���� ��	����	����� !* �� �	����
���� ������	��" ��� ����
 ��	���� (≺1,≺2, . . . ,≺n) �� ���( ������ �� * ������� ��
�	 ����	 ��� ��	��	���� ���� ����������� ��� ��
����������� �� 	�� ��������� ���� ���
��� ��	��	���� (≺1,≺2, . . . ,≺n, <L) ��� (≺′

1,≺
′
2, . . . ,≺

′
n, <

′L) ��� ��� aj �ak ∈ A :
!aj ∼i ak ��� ��� i"=⇒ aj ∼ ak+ !aj �i ak ��� ��� i) & (aj ≺i ak ��� ����
i"=⇒ aj <L ak,

��� (aj ≺i ak �� aj ≺′
i ak) & (ak ≺i aj �� ak ≺′

i aj ��� ��� i" =⇒ (aj <L ak ��
ak <L aj) & (ak <L aj �� aj <L ak)�

D�� �� ��!��	� ��� ����!� �
� ��
�����
� �� ��� ������ 	����� �������

!�����& �
� ��� �		�� ��	����� "� ����� 	���	 �� ��� ������ 	����� !����� �
�
��� �		�� $�	���� �
 ���� ��!��	���
 �� �����	� @ �
� �& 	�������+����

�� ���������� ������	���� ��� 	�����	���	


@= )�� �	���	�
�� �� � ���- �	��	& �� �� �� ��	�
 �� ��!����� �
� �	�
����+��

�= )�� �	���	�
�� �� ��	�
 �� ��!�����& �
� �	�
����+��


� ,�������� ������

@= .+�	� 
2�#��� (≺1,≺2, . . . ,≺n) �� ���- �	��	� �
 � �����	� �
 �� �����
�
� ���#����
�

�= )�� ������ �����	� �#
����
��������
 �#
����
� f �� ��*
�� ��	 ��� ��������
�	�*��� �� �
��+��#�� ��	���	����

A� ��� ����	� ������	�

@= ��� �	���� ����	� ������	 �aj ∼i ak ��	 ��� i�=⇒ aj ∼ akG �aj �i ak ��	
��� i& H aj ≺i ak ��	 ��!� i�=⇒ aj <L ak,

�= ��� ���( ����	� ������	 �� ak, al ∈ A �
� ak ≺i al ��	 i = 1, 2, . . . , n
���
 ak <L al.

<� '����������� ���� ���������	 ��	����	����

@= (aj ≺i ak �, aj ≺′
i ak)&(ak ≺i aj �, ak ≺′

i aj ��	 ��� i� =⇒ (aj <L ak �,
ak <L aj)&(ak <L aj �, aj <L ak)&



��� ������������� �������
 ��
����
 ���

�= R(ai,aj) = F (ai,aj)(p(ai,aj))& ��	 �+�	� ���	 (ai, aj) ∈ AxA, ���	� R(ai,aj)&
F (ai,aj) �
� p(ai,aj) �	� ��� ��
�	�����
 �� ��� ������ �	���	�
�� �	��	�
 &
��� ������ �����	� �#
����
 ����� ��� ������ �������
 �#
����
�& �
� ��� p
�	�*�� �� ��� ���	 (ai, aj).

�� ���!�& ���� ��� ��
�����
� #��� �
 �		��F� �!����������� ����	�! ��	 � F������
�����	� �#
����
F �	� ��	!���� ��!���	 �� ��� ��
�����
� �� )���	�! <& �	 �	� ��� ��!�
�� ��� ��
�����
 �� ���� ����	�!� �� �� �� !�
���
�� ���+� �� ��
 ��� � !#����	���	��
�������
 ���#����
 �� � +���
 ���#����
� )��
 ≺i �� �
��	�	���� �� ��� �	��	�
��
�	��	 ��	 ��� i�� �
��+��#�� �	 +���	� )�� �		����
 ����!�& �
� ��� ��
�����
 ��
#
�+�	��� ��!��
 �
� �
����
��
�� �	�! �		���+�
� ����	
���+�� �	� ��� ��!� ��
��� ��
�����
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